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Resumo. Foi mostrado recentemente que dada uma sequéncia de polinomios ortogonais no
circulo unitario, sempre é possivel encontrar uma sequéncia de polinémios para-ortogonais
que satisfazem uma relagio de recorréncia de trés termos. Além disso, foi mostrado também
que a partir da relagao de trés termos é possivel recuperar os polindmios ortogonais, os
momentos associados e os coeficientes de Verblunsky. O principal objetivo deste trabalho é
fornecer limitantes para os zeros destes polinémios para-ortogonais em termos dos coefici-
entes da férmula de recorréncia.
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1 Introducao

Dada uma medida de probabilidade nao trivial u sobre o circulo unitario C = {ew: 0<
6 < 27}, os polindémios ortogonais monicos {Sy,}7°, sdo definidos por

2w
[ Su@SntEuz) = [ Sule Sl due”) = S
C 0
Estes polindmios foram estudados inicialmente por Szegé e, por esse motivo, sdo conhecidos
como polinémios de Szeg6. De um modo geral, tais polindmios nao satisfazem uma relacao
de recorréncia de trés termos, como no caso dos polindmios ortogonais na reta real. No
entanto, eles satisfazem a seguinte relacao de recorréncia

Sp(z) = 25-1(2) —an-15,_1(2), n>1, (1)
onde ap—1 = —S5,(0) e Si(z2) = 2"Sp(1/Z). Os ntmeros a,, n > 0, sdo denominados
coeficientes de Verblunsky.

E bem conhecido que |, | < 1, n > 0 e que os polinonios ortogonais no circulo unitario
sao completamente determinados por estes coeficientes (veja [6,8]). Além disso, por meio
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de informagoes sobre os coeficientes de Verblunsky, é possivel obter propriedades da medida
associada p.

Polindmios para-ortogonais monicos de grau n associados a S;, sdo polinémios da forma
2Sn-1(2) + pn—15;:_1(2), com |p,—1| = 1. Foi provado recentemente (veja [4]) que sempre
existe uma sequéncia de polinémios para-ortogonais que satisfazem a seguinte relagao de
recorréncia de trés termos

Rpt1(2) = [(1 +icps1)z + (1 —icnt1)] Ru(2) — 4dpt12Rn—1(2), (2)

com Ro(z) = 1e Ri(z) = (1 +ic1)z + (1 —ic1), onde {c,}72, é uma sequéncia real e
{dn+1}22, é sequéncia encadeada positiva.

Em [2] e [4] mostrou-se que sempre é possivel recuperar os correspondentes polindémios
ortogonais, os momentos e os coeficientes de Verblunsky a partir da férmula de recorréncia
(2). Além disso, mostrou-se também que o suporte da medida p tem intrinseca relacao
com os zeros dos polindmios para-ortogonais R,.

Os zeros de R,, dado pela férmula de recorréncia (2) sao simples e estao sobre o circulo
unitario. Além disso, se denotamos os zeros de R,, por z, ; = efni n=1,2,...,n, entdo
temos a seguinte propriedade de entrelacamento (veja [5])

0<Opy11<0p1< 9n+172 <o <O < Opyingr <2m, n>1. (3)

O conhecimento sobre a localizacao dos zeros dos polinémios R, tanto para obtengao
de estimativas para o suporte da medida associada, quanto para aplicacao em férmulas de
quadratura no circulo unitario, é de grande importancia.

Sendo assim, o principal objetivo deste trabalho é encontrar estimativas para os li-
mitantes dos zeros extremos z, 1 € 2z, da sequéncia de polinémios {R,}>°, dados pela
féormula de recorréncia (2).

2 Fungoes Associadas no Intervalo [—1, 1]

E conveniente estudar os zeros de { R, } utilizando certas fungoes reais associadas {W,}
as quais sao definidas por

Wy(z) =27 ™2R, ("), n>0, (4)

onde z = cos(6/2). A sequéncia de funcgoes {W,, }2°, satisfaz (veja [1,5])
Wit (z) = (93 —cp1V1— x2> Wh(z) — dpy1 Wh—1(x), n>1, (5)

com Wy(z) =1eWi(z) =2 —c1vV1 — 22.

Para todo n > 1, W, tem exatamente n zeros distintos z, ; = cos(6,;/2), j =
1,2...,n,em (—1,1).

Vale ressaltar que a propriedade de entrelagamento (3) para os zeros de R,, e R, foi
obtida em [5] provando a propriedade de entrelagamento

—-1< Tntintl < Tpn < Tptln <0 < Tpl < Tptl,l < 1, n>1, (6)
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para os zeros de W,, e W, 41 por meio da relagao de recorréncia (5).
Outro fato é que a sequéncia de fungdes {W,,}>2, dada por (4), satisfaz as seguintes
relagoes de ortogonalidade

J 23 Wan () Wam () VI — 2% dip(x) = pan Onm,
S Wani1 () Wama (2) VI = 22 dp(x) = pantt Snm,
J1 Wan (@) Wam1 (z) dip(z) = 0,

para n,m =0,1,2,... , onde dip(z) = —v/I — a2 dp(e2arccos(@)),

1+c2

— " ey, n>1.
1+C%L+1pn1 =

1
PO = 5[1 —Re(aw)] e pn=dnt1

3 Limitantes para os Zeros Extremos de R,(2)

Nesta secao, mostramos como é possivel encontrar limitantes para os zeros extremos
dos polinomios para-ortogonais R, (z), utilizando os coeficientes da férmula de recorréncia

(2).

Teorema 3.1. Seja W, dada pela formula de recorréncia (5), onde {cp,}22, € uma
sequéncia real e {dn+1}22, € uma sequéncia encadeada positiva. Entdo, para N > 2,
0s zeros de Wy, 1 <n < N, pertencem ao intervalo (A, B) C (—1,1) se, e somente se,

(a) \/1137<Cn<\/%, 1<n<N, e

N—1 dn N1
{dn+1<x)}n:1 - {(x—cn\/l—IQ)(;icn+1\/1—x2)}

n=1

(b)

€ uma sequéncia encadeada positiva finita em r = A e x = B.

Demonstragdo. De (5) temos que W,,—1 € C?(—1,1), (=1)" " W, _1(—=1) = W,_1(1),

Wit1(z) Wh—1(x)
VYRR dn A 7N — X —Cp 1- 2’
Walz) T W@y T VT @
€
Wh () _ Wit1(z) —
(z=cnV1=22)Wn_1(z) (1 ($—0n+1\/1—€1?2)Wn(a:)) = dnpa (@), (8)

para n > 1. Sendo assim, como W;(1)/Wy(1) = 1 e tendo em vista que {dp41}52, é
sequéncia encadeada positiva segue que (—=1)" "W, _1(=1) = W,_1(1) >0, n > 1.
Iremos provar o teorema com relacdo ao ponto A. Suponha que os zeros de Wy
estdo do lado direito de A. Entao, pela propriedade de entrelacamento (6) segue que
Wi (A)/Wp-1(A) < 0, 1 < n < N e portanto, de (7) obtemos A — ¢,vV/1— A% < 0,

1 <n < N. Assim, a parte (a) do teorema ocorre com relagdo ao ponto A.

DOI: 10.5540/03.2015.003.02.0008 020008-3 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.02.0008

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 2, 2015.

Agora, como W,,(A)/[(A —cp,vV1 — A2)W,,_1(A)] >0paral <n< Ne

dnJrl
A1 (A) = >0, 1<n<N-1,
A= T T (A eV D) g

de (8) temos que

Wit1(A)/[(A = ent1V1— AW, (A)] <1 para 1<n<N-—1.

Tendo em vista os resultados de Ismail e Li [7], {dn+1})_; é sequéncia encadeada
positiva finita se, e somente se, existe uma tinica sequéncia {m, }2_, tal que

mo=0, 0<m,<1l,1<n<N e (1—my_1)my,=dps1, 1<n<N.

A sequéncia {m,}N_, é a sequéncia de pardmetros minimal de {dp1}7_;.

Portanto, de (8) é facil ver que {d,,11(A)}Y 7' é sequéncia encadeada positiva. Assim, a
parte (b) do teorema também ocorre com relacao ao ponto A. Note que {1-W,+1(A)/[(A—
enr1V1 — AW, (A} é sequéncia minimal de parametros para {d,1(A4) N

Reciprocamente, vamos assumir que a parte (a) e a parte (b) do teorema ocorrem com
relacdo ao ponto A.

Claramente, da hip6tese (a) do teorema, Wi (A) = A —c1v1 — A% < 0 (o que significa
que A < x11) e, além disso, A — cp11vV1—A%2 <0, n=1,2,...,N — 1. Por outro lado,
da hipdtese (b) temos que

{1 B Wat1(4) }Nl
(A= cp1V1—A2)W,(A) ), -

é sequéncia de parametros minimal para a sequéncia encadeada positiva {d,+1(A) 712/2—11'
Portanto,
A
0< Wa i (4) <1, n=12,...,N—1
(A —cp1V1—A2YW,(A)

Dali, obtemos que (—1)" W, (4) >0, n=1,2,...,N.

Pela propriedade de entrelagamento (6) para os zeros zp;, j = 1,2...,n, de W,
observamos que (—1)’W,(z,—1) > 0 para j = 1,2,...,n — 1 e n > 2. Portanto, em

particular,
(=) Wy (2p-1n-1) <0, n>2.

Sendo assim, A < zn, N segue facilmente via indugao.
Isso completa a prova do teorema com relagdo ao ponto A. A prova com relagdo ao
ponto B ¢é anéaloga. o

A seguir, usamos o resultado acima para encontrar boas estimativas para os limitantes
dos zeros extremos de Wy, ou equivalentemente, para encontrar boas estimativas para os
limitantes dos zeros extremos de Ry .
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Teorema 3.2. Seja N > 2 e seja {JHH}HNZ_II uma sequéncia encadeada positiva tal que

d
"t g1 <1 para m=1,2,...N—1.

dnJrl

Considere uy = min{u, : 2 <n < N} e oy = max{v, : 2 < n < N}, onde u, e v,
pertencem a reta real estendida [—00,00], e sdo tais que

2(cnCnt1—=Gn+1)

u 1 =
s (entent1)+V (entent1)?—4(1—gnt1)(Encnt1—dnt1)’
r
— 2(CnCnJrl—QnJrl)
Un+1 = B} )
(entent1)—v/(entent1)2—4(1—qnt1)(Cncnt1—qnt1)
paran=1,2,...,N — 1. Entao os zeros de Wy pertencem a (An, By) e 0s zeros de Ry

pertencem ao arco aberto A(2arccos(By),2arccos(Ay)), onde
ANZQVLN/ 1—1—12%\7 e BN:@N/ l—l-f}jzv.

Demonstragdo. Primeiro analisamos os valores que x pode tomar, de modo que
{dps1(z)}N=! dada no Teorema 3.1, seja sequéncia encadeada. Utilizando a sequéncia
encadeada positva {Cin+1}£1V;11 temos entdo (veja [3, p.97]) que se 0 < dpi1(z) < dpi1,
n=12,...,N—1, entao {dn+1(x)}nN:_11 é também sequéncia encadeada positiva. Observe
que

dn—i—l

(z — enV1 — 22) (2 — Cpp1 V1 — 22)’
Portanto, se z € [—1,1] é tal que

hpt1(z) = (x — eV 1 —22) (2 — cpr1 V1 —22) > g1, 1<n<N-1, 9)

entdao {d,11(z) Y7 é sequéncia encadeada positiva.

Primeiro assumimos que ¢,+1 < 1. Observe que os valores de x que satisfazem a
inequacao acima sao tais que —1 <z < apy1 e by <z < 1.

Para determinar os valores de a,11 € by, 41 substituimos z por cos(6/2) em (9) e obtemos

(1~ cncns1) c0s*(0/2) — (cn + cny1) cos(0/2) sin(0/2) + (cncni1 — qu1) 2 0.

Como cos?(0/2) +sin?(8/2) = 1 e sin(/2) > 0 para 0 < § < 27, obtemos o seguinte
conjunto de desigualdades as quais, para z € (—1, 1), sdo equivalentes a (9)

(1 = gny1) cot?(8/2) — (cn + cny1) cot(8/2) + (cnCni1 — Gny1) > 0, (10)

1 <n< N —1. Agora, resolvendo a equacao do segundo grau

(1 —qn+1) cot2(9/2) — (en + cny1) cot(0/2) + (cnCnt1 — gn+1) =0,

obtemos

_ (entent) =V (entent1)?=4(1=gnt1)(Cncnt1—gn1)
Un+1 = 2(1—¢nt1) )

(11)

_ (entent)+y/(entent1)?—4(1=gni1) (Cncni1—gni1)
Unt1 = 2(1—gn+1) )
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Note que o termo dentro da raiz em (11) é positvo pois

(Cn + Cn+1>2 - 4(1 - Qn+1)(cncn+1 - Qn—i-l)

= (Cn - Cn+1)2 +4qn+1 + 4Qn+1(cncn+1 - Qn—i-l)'

Além disso,

V(en +eni1)? — 41 — gny1) (CnCnt1 — gnt1)
(1= gny1)

Un4+1 — Up+1 = > 0. (12)

Os valores de up+1 € v,y sdo tais que a correspondente desigualdade em (10) ocorre
se —00 < cot(0/2) < upy1 ou vy < cot(0/2) < 0.

Claramente, do comportamento monotonico de x = cos(6/2) e cot(6/2) (isto é, ambos
sa0 monotonicamente decrescentes quando 6 cresce de 0 a 27), podemos observar que

An41 = un+1/ 1+ u?lJrl [§] bn+1 = Un—i—l/ 1+ Uerl.

As expressoes dadas no teorema para uy,y1 € vp41 sao facilmente obtidas de (11) por
multiplicacoes adequadas dos numeradores e denominadores.

Portanto, se —oo < cot(6/2) < ay ou vy < cot(f/2) < oo, entdo todas as desigual-
dades em (10) sao satisfeitas e os valores de Ay e By dados no teorema sao tais que
{dn1(AN)YNTE € {dni1 (By) Y sio sequéncias encadeadas positivas. Assim, os valores
de Ax e By sao tais que a parte (b) do Teorema 3.1 ocorre.

E f4cil ver que

An+1
(Unt1 = en)(Ccn — Uny1) = 1 e (1+ Ci)
— Gn+1
¢ q
1
(Un—i—l - Cn+1)(cn+1 - Un—i—l) = L(l + chJrl)v
1= gns1
paran =1,2,..., N — 1. Portanto, de (12), temos que up+1 < Cn, Un+1 < Cntl, Untl > Cn

€ Upt1 > Cnt1 para 1 <n < N — 1. Além disso, temos também que
Uy <c, € Uy >cp, 1<n<N.

Assim, os valores obtidos para Ay e By também satisfazem a parte (a) do Teorema

3.1.

Finalmente, observamos que as expressoes para u,+1 € Up+1 N0 teorema, as quais foram
provadas para ¢n,4+1 < 1, continuam vélidas se ¢,4+1 = 1. Neste caso, ou u,41 = —00 ou
Un+1 = OQO.

Isso completa a prova do teorema. o
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