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Resumo: O método de pontos interiores para programacdao linear resolve em poucas iteragoes
problemas de grande porte. No entanto, requer a cada iteragdo a resolu¢do de dois sistemas li-
neares, 0s quais possuem a mesma matriz de coeficientes. Essa etapa se constitui no passo mais
caro do método por aumentar consideravelmente o tempo de processamento e a necessidade de
armazenamento de dados. Reduzir o tempo de solu¢do dos sistemas lineares é, portanto, uma
forma de melhorar o desempenho do método. De um modo geral, problemas de programacdo
linear de grande porte possuem matrizes esparsas, e os sistemas lineares a serem resolvidos sdo
simétricos positivos definidos. Assim métodos iterativos como o método dos gradientes conju-
gados precondicionado podem ser utilizados na resolu¢ao dos mesmos. Além disso, fatores de
Cholesky incompletos podem ser utilizados como precondicionadores do problema. Por outro lado
fatoracoes incompletas podem sofrer falhas na diagonal durante o processo de fatoragio. Quando
tais falhas ocorrem, é necessdrio efetuar uma correcdo, o que em geral ocasiona um aumento
no tempo de precondicionamento quer seja devido a reconstrucdo do precondicionador, quer seja
devido a perda de qualidade do mesmo. Neste trabalho propomos uma nova abordagem para a
corregao de falhas na diagonal ocorridas durante a fatoracdo controlada de Cholesky. Resultados
computacionais mostraram que a técnica pode reduzir significativamente o tempo de resolucao de
problemas de programacgao linear via método de pontos interiores.
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1 Introducao

Considere o sistema linear Az = r com a matriz de coeficientes A sendo simétrica positiva
definida. Precondicionar esse sistema linear consiste em determinar uma matriz N adequada tal
que o novo sistema N"TAN~T% = 7, onde # = NTz e 7 = N~!r, & mais facil de resolver. A
matriz N é chamada de precondicionador e funciona tanto melhor, quanto mais proximos da
unidade estiverem os autovalores da matriz N"'AN~T ou pelo menos agrupados em poucos
clusters longes da origem. A fatoracao incompleta é umas das técnicas de precondicionamento
muito utilizada no precondicionamento de sistemas lineares pelo fato de funcionarem bem para
uma grande variedade de problemas e também pela simplicidade com que os mesmos podem ser
construidos.

Seja A uma matriz simétrica positiva definida, uma decomposi¢ao triangular de A é dada por
A= LDUT sendo D = diag(ds, ...,d,) , d; > 0 e os fatores L e U triangulares inferior e superior,
respectivamente, ambos com diagonal unitaria. A fatoragdo incompleta de A é um método pelo
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qual obtemos uma matriz M tal que M = LAUT e A= M+ R, onde R é uma matriz resto,
A = diag(d1,...,0p) € L e U sdo fatores triangulares inferior e superior, respectivamente, ambos
com diagonal unitaria. Se A é simétrica, entao fazendo L = LAY? obtem-se M = LLT, a qual
¢ denominada de Fatoragdo de Cholesky Incompleta. Para uma matriz A simétrica e positiva
definida existe a fatoracdo de Cholesky A = LLT, onde L é uma matriz triangular inferior com
todos os elementos da diagonal positivos. No entanto, quando se trata de fatoragGes incompletas,
pode ndo existir um fator L tal que A = LLT + R, pois estas sdo suscetiveis & falhas na diagonal.
Tais falhas sdo provocadas pela presenca de pivos nao positivos ou muito pequenos em fatoracoes
incompletas, e é reconhecidamente um problema sério [1]. Algumas alternativas tem sido propos-
tas para contornar o problema. Neste trabalho veremos duas abordagens adotadas para evitar
falhas na diagonal durante fatoragoes incompletas, apresentaremos uma nova proposta de corre-
¢ao na diagonal e a aplicamos no precondicionamento de sistemas lineares oriundos de métodos
de pontos interiores. A correcio proposta serd aplicada a Fatoragio Controlada de Cholesky, a
FCC, a qual é um precondicionador proposto por Campos e Birkett [3] como uma variagao da
fatoracao de Cholesky incompleta. Na FCC o nimero de elementos nas colunas de L pode ser
controlado por um parametro 1, de modo que, L podera ter mais ou menos elementos que A.
Esse parametro pode ser dado em funcao da quantidade de espaco disponivel. Se a demanda por
memoria ndo for critica, pode ser construido um precondicionador com mais elementos que A,
acelerando assim a convergéncia do método iterativo.

2 Correcao na diagonal

Aumentar a dominéncia diagonal de A, acrescentando um incremento aos elementos da diagonal
da matriz, € uma das principais técnicas utilizadas para efetuar uma corregao na diagonal durante
fatoragoes incompletas. Essa estratégia pode ser local, quando um valor positivo é somado apenas
na posicao da diagonal de A onde ocorreu a falha; ou global, quando todos os elementos da
diagonal recebem um acréscimo. Um exemplo simples dessa técnica é trocar um pivo pequeno
ou negativo em cada etapa i da fatoracdo, onde o mesmo aparece, por algum valor p; > 0.
Esta estratégia local é motivada pela esperanca de que se apenas poucos pivos sdo instéveis a
fatoracao resultante ainda pode render um precondicionador satisfatorio. Apesar da simplicidade
da técnica em si mesma, a escolha de tal p; ndo é facil pois um valor de p; muito grande, implica
em ||A— LLT||p muito grande e isso resulta na imprecisio do precondicionador. Por outro lado,
a escolha de um p; muito pequeno pode gerar instabilidade na resolugdo dos sistemas triangulares
com L e LT. Um exemplo mais elaborado dessa técnica ¢ efetuar um incremento global em A
antes de tentar uma nova fatoracdo. Assim a nova fatoracao incompleta é calculada com a matriz
A=A+ al, a > 0 e I amatriz identidade de ordem n. Se para um determinado «, a fatoracao
falha, entao o mesmo é aumentado de algum valor e o processo é repetido até que a fatoracgao
incompleta seja calculada com sucesso. Apesar de nédo ser facil a escolha de um « adequado, é
possivel, afirmar que existe um «* > 0 para o qual a fatoragdo da matriz A = A+ o*] existe.
Por exemplo, o pode ser o menor « para o qual a matriz A seja diagonalmente dominante. Mas
como dominéncia diagonal é uma condicao suficiente, mas nao necessaria para a existéncia de
fatoragoes incompletas, é possivel determinar um « tal que 0 < a < o* e para o qual a fatoragéo
incompleta seja realizada com sucesso. Em geral a é escolhido por meio de tentativa e erro,
préatica que torna o método caro e configura a sua escolha como sendo a principal desvantagem
dessa técnica. A seguir apresentamos as duas principais abordagens para a escolha do a.

2.1 A escolha do a por incremento linear

O algoritmo com essa abordagem soma um valor fixo A & diagonal da matriz e repete o processo
até a fatoracao incompleta ser realizada com sucesso. Dessa forma, o pardmetro pode ser definido
pela formula «; = Ai onde A € um numero positivo fixo e ¢ = 1, ..., Tinaz. O nimero T;,4, indica
o nimero méximo permitido de reinicio da fatoracao.
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2.2 A escolha do «a por incremento exponencial

Quando um elemento da diagonal é muito pequeno ou ndo positivo, essa abordagem soma aos
elementos da diagonal de A, o valor dado por a; = A2’ e recomeca a fatoracdo. Neste caso A é
uma constante positiva e i = 1, ..., Tjnq.- Desse modo espera-se que o algoritmo encontre mais
rapidamente um valor adequado de a do que a abordagem linear.

A principal desvantagem das abordagens anteriores é a possibilidade do incremento na dia-
gonal ser realizado varias vezes, com reinicio da fatoragdo, até que a mesma seja concluida com
sucesso ou até que o ntmero de reinicio méximo permitido T4, seja atingido. De um modo
geral, comecam-se as correcoes com um valor de a pequeno e reinicia-se a fatoracgdo. Se a fato-
racdo falha novamente, aumenta-se o valor de « e reinicia-se outra vez a fatoracdo. O processo
continua e o valor de a é aumentado progressivamente até atingir um valor & para o qual a
fatoracao incompleta exista ou uma certa tolerancia seja atingida.

2.3 Uma nova abordagem para a escolha do «

A nossa proposta pretende combinar dois importantes aspectos: efetuar correcdes com valores
pequenos de «a e reduzir o ntmero de reinicios necessario da fatoracao até que a mesma seja
completada com sucesso. Para tanto propomos uma escolha de a do seguinte modo: suponha
que durante o processo de fatoracdo A = LDLT, ocorra uma falha na diagonal na coluna j da
matriz A, isto ¢, dj; < 0. Vamos comecar com um valor pequeno de a, digamos «;, e aumenté-lo
progressivamente, usando a abordagem exponencial, até encontrar um & tal que dj; +a > 0.
Provavelmente tal valor de o adicionado a diagonal de A ir4 permitir a continuagdo do processo de
fatoracao além da coluna j , e possivelmente possibilitar a conclusao da fatoragdo. No entanto,
é possivel que exista valores de « menores do que & tais que a fatoracdo de A + al existe e
produziriam melhores precondicionadores do que &, pois a correcao na diagonal seria menor.
Sendo assim, para atenuar esse problema usaremos uma estratégia de backtracking e propomos
a seguinte formula para escolha de a:
o = TOo;

onde 7 € (0,1], 5 = 1,..., Tynaz € a; = A2°. Assim, se durante a fatoracdo, ocorre uma falha na
coluna j, calculamos um «; tal que d;; +a; > 0 e reduzimos o tamanho deste o; multiplicando-o
pelo fator 7. A escolha do fator 7 deve levar em consideracido os dois aspectos mencionados
anteriormente: deve permitir uma reducgdo razoédvel do valor «; para que tenhamos um bom
precondicionador, mas essa redugdo nao pode ser muito grande a ponto de que novas correcoes
precisem ser efetuadas na mesma iteracdo. Esta proposta modifica a abordagem exponencial de
duas formas: primeiro a abordagem refina a escolha do parametro « permitindo que a correcao na
diagonal possa ser realizada com um valor menor. Isso é importante porque mantém a qualidade
do precondicionador; segundo, o nimero de refatoracées pode ser reduzido de acordo com a
escolha de 7. Por exemplo, a escolha de 7 = 1 impede o reinicio da fatoragdo para a coluna em
questao e isso gera ganho de tempo na construcao do precondicionador.

3 Aplicacao no precondicionamento em métodos de pontos inte-
riores

O método de pontos interiores resolve o problema de programacao linear

min Lz
sa Axr = b (1)
T > 0

onde A € R™" € R*, ce€ R"”, b€ R"™ e amatriz A com posto completo. Dizemos que o
problema (1) estd na forma padrdo, o qual ¢ também chamado de problema primal. Associado a
este problema existe o problema dual que é dado por
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max bly
sa ATy+z = ¢ (2)
z > 0

O meétodo preditor-corretor é uma das mais bem sucedidas variacées de métodos de pontos
interiores. Neste método as direcdes de busca sdo obtidas resolvendo dois sistemas lineares.
Primeiro as direcoes afim-escala sao calculadas

0 I AT AZ Ty
Z X 0 Az | =17 |. (3)
A 0 0 Ay Tp

onde X = diag(z), Z = diag(z) e os residuos sdo dados por 1, = b — Az, rg = ¢ — ATy — 2
er, = —XZe. Entao as dire¢oes (Azx, Ay, Az) sdo calculadas resolvendo o sistema (3) com 7,
substituido por r. = pe— X Ze— AXAZe onde p1 é o parametro de centragem e e = (1,1, ....,1)7.

O passo chave de uma iteracdo do método de pontos interiores é a solucao de um sistema
linear como (3) pois o mesmo absorve o maior custo computacional do método. No entanto,
como os dois sistemas compartilham a mesma matriz dos coeficientes, podemos restringir as

nossas discussoes a apenas um dos sistemas lineares. Eliminado a varidvel Az o sistema fica

reduzido a:
-0 AT Az | | rq— X1r, ()
A 0 Ay | Tp

onde © = X~1Z ¢ uma matriz diagonal de ordem n e a matriz bloco-diagonal inferior 0 ¢ de
ordem m. Este sistema é chamado de sistema aumentado. Agora eliminando Az de (4) obtemos

A AT Ay =1y + A (O g — Z71r,) (5)

que é chamado de sistema de equacdes normais.

3.1 Abordagem para resolver os sistemas lineares

A fatoracdo de Cholesky do sistema de equagdes normais é a abordagem mais utilizada nas
implementacoes dos método de pontos interiores para o calculo das direcoes de buscas. Contudo,
o fator de Cholesky resultante pode ser muito menos esparso que a matriz original. Esse efeito,
chamado fill-in, é indesejavel principalmente quando se trata da resolucdo de problemas de
grande porte, nos quais a questao do armazenamento de dados é critica. Uma alternativa a
fatoracao de Cholesky é o uso do método dos gradientes conjugados. Este método, no entanto,
é sensivel ao condicionamento da matriz do sistema. Isto é, o mesmo nao funciona bem quando
aplicado em matrizes mal condicionadas. Por outro lado, o sistema linear (5) fica muito mal
condicionado ao longo das iteragoes do método de pontos interiores, e desse modo, o método dos
gradientes conjugados pode necessitar de muitas iteragdes ou até mesmo nao convergir. Assim
para que o método possa ser aplicado com sucesso, o sistema linear mal condicionado necessita
ser precondicionado.

3.1.1 Precondicionamento em método de pontos interiores

Uma técnica que tem mostrado bons resultados no precondicionamento de método de pontos
interiores é a proposta de precondicionamento hibrido de Bocanegra, Campos e Oliveira [2].
Esta abordagem retine dois precondicionadores distintos que atuam em iteraces distintas do
método de pontos interiores. Primeiro, usa-se a FCC, que trabalha bem nas iteracgoes iniciais
do método de pontos interiores; e em seguida usa o precondicionador separador proposto por
Oliveira e Sorensen [4], que trabalha bem nas iteracoes finais do método. Um momento crucial
nessa abordagem é o da troca entre os precondicionadores. Uma heuristica para efetuar essa
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troca foi desenvolvida por Velazco, Oliveira e Campos [5]. O método comega a trabalhar com o
precondicionador FCC, e quando este ji4 ndo tem um bom desempenho, por exemplo o niimero
de iteracoes internas do gradientes conjugados ultrapassar um quarto do valor da dimensao do
problema, ocorre a troca para o precondicionador separador.

4 Resultados Computacionais

Os resultados computacionais seguintes comparam o desempenho da abordagem de correcao
na diagonal proposta para a FCC, com a implementacdo original da mesma. Para os testes
foi utilizado o cédigo PCx, que é uma implementacao de métodos de pontos interiores do tipo
preditor-corretor para o problema de programa linear; e no qual estd inserida a rotina que
calcula a FCC, implementada em fortran 77. A versdo utilizada incorpora a abordagem de
precondicionamento hibrido proposta em [2|. Os problemas testes utilizados nesta abordagem
de precondicionamento hibrida sdo provenientes das colegbes NETLIB, QAPLIB e MISC. Além
dessas informagoes, a Tabela 1 resume outros dados dos problemas como o nimero de linhas e de
colunas, todos referentes aos problemas pré-processados. Os testes realizados com os problemas
PDS foram realizados em um computador com processador Intel Corel i7-2600 CPU@3.40GHzx8
e 3,8GiB de memoria RAM. Os demais foram testados em uma méaquina com processador Intel
Core 15-2410M CPU@2.30GHz 2 e 4GB RAM de memboria.

Tabela 1: Problemas Testes

Problema Linhas Colunas Colecao Problema Linhas Colunas Colecao
els19 4350 13186 QAPLIB || pds-02 2953 7535 MISC
chr22b 5587 10417 QAPLIB || pds-06 9881 28655 MISC
chr25a 8149 15325 QAPLIB || pds-10 16558 48763 MISC
scrld 2234 6210 QAPLIB | pds-20 32276 106180 MISC
scr20 5079 15980 QAPLIB | pds-40 64265 214385 MISC
rou2( 7359 37640 QAPLIB | pds-60 96503 332862 MISC
agg?2 514 750 NETLIB || pds-80 126109 430800 MISC
agg3 514 750 NETLIB | pds-100 156243 514577 MISC
bnl2 1964 4008 NETLIB

Para os problemas QAPLIB, o namero de correcoes que acontecem na diagonal pode ser muito
alto. Como apresentado na Tabela 2, o problema rou20 por exemplo, tem a fatoragao incompleta
reiniciada quinze vezes durante a sétima iteracao do método de pontos interiores. Além disso,
a fatoracdo precisa ser recomecada pelo menos trezes vezes em cada uma das proximas cinco
iteracoes, contabilizando um total de setenta e um reinicio da FCC.

Tabela 2: Numero de corregdes na diagonal e reinicios da fatoracao.
Iteracggo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

els19 14 14 13 13 12 12
ch25a 13 13 11 11 11
scrld 13 13 12 12 12

rou20 15 14 13 13 13 13

Os problemas pds sao exemplos de problemas para os quais o critério de troca de fases, na
abordagem hibrida, nao é atingido. Isto acontece porque a FCC apresenta bom desempenho
durante todas as iteracoes de pontos interiores. Desse modo, esses problemas se adequam bem
ao estudo do desempenho da correcdo na diagonal ora proposta. Os resultados computacionais
apresentados comparam o desempenho da abordagem hibrida proposta em [2]|, o qual denota-
remos daqui em diante como FCC original, e uma versao modificada da mesma com a nova
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proposta de correcao na diagonal e com os seguintes valores de 7: 7 = 0,85, 7 = 0,90, 7 = 0,95
e 7 = 1 = maz. Nas tabelas seguintes I indica o nimero de iteragdes e T; tempo de resolugao
dos problemas para os respectivos valores de 7.

Tabela 3: Problemas PDS
PROBLEMA  Ircc—orig logs 10,90 Irpes || TFCC—o0rig To 85 10,90 /P
pds-02 25 25 26 25 0,49 0,49 0,52 0,49
pds-06 39 39 39 39 7,55 7,40 7,58 7,52
pds-10 47 A8 4T AT 16,16 16,85 16,19 16,01
pds-20 60 61 61 60 187,53 184,76 22326 188,17
pds-40 78 78 78 78 590,02 565,32 650,44 567,87
pds-60 84 8 84 84 2082,23 2183,66 203464 2006,89
pds-80 83 83 83 83 2876,30 275650 2772,84 2829 33
pds-100 85 87 84 85 5173,30 5184,36 4736,61 5142,80

A Tabela 3 compara os resultados obtidos no precondicionamento dos problemas pds. Os
resultados mostram que para os problemas de maior porte, como o pds-60, pds-80 e pds-100, o
tempo de resolugdo de cada problema é reduzido significativamente quando é utilizada a nova
abordagem com os valores 7 = 0,90 e 7 = 1 = max. Isso indica que houve uma reducao no
tempo de preocondicionamento do mesmos.

Os resultados reportados na Tabela 4 indicam que a abordagem proposta para a correcao na
diagonal da FCC, também reduz o tempo de resolucao quando as duas fases do precondiciona-
mento hibrido sdo realizadas. Os resultados mostram que é possivel obter uma reduc¢ao no tempo
do precondicionamento para quase todos os problemas quando adota-se a nova abordagem com
algum valor para 7. Além disso, a Tabela 4 mostra trés problemas da colecio NETLIB que nao
sao resolvidos quando a FCC original é utilizada, mas sdo resolvidos pela nova abordagem.

Tabela 4: Problemas QAP e NETIib
PROBLEMA I Iogs logo I Torig To g5 10,90 T

max H

Tmazx
els19 31 31 31 31 5402 53,90 5391 54,75
chr22b 29 29 20 29 23,52 20,68 20,12 2208
chr25a 29 28 28 28 51,84 45,22 5936 63,36
serl5 24 24 24 24 9,33 8,02 11,37 8,56
scr20 21 21 21 21 7442 68,64 79,92 7922
rou20 24 24 24 24 | 958,93 108592 105293 1081.82
agg? F F 30 31 _ - 0,32 0,38
age3 F 24 31 F - 0,35 0,43 _
bnl2 F 37 37 36 . 4,56 454 4,00

A curva de desempenho da FCC original e da FCC modificada com 7 = 0,85, 7 = 0,90 e
7 = 1, pode ser visualizada na Figura 1. Observa-se que a FCC apresenta um melhor desempenho
para 7 = 0,85 e que a FCC-original tem desempenho inferior ao das trés versdes modificadas
para os problemas testados.

5 Conclusoes e trabalhos futuros

Uma nova abordagem para a corre¢ao de falhas na diagonal durante a fatoragao controlada de
Cholesky foi proposta. A nova abordagem consiste em efetuar correcées na diagonal de modo a
evitar o reinicio da fatoracao, ja que essa a¢ao aumenta consideravelmente o custo computacional
do fator incompleto de Cholesky. O fator calculado através da abordagem proposta foi aplicado
no precondicionamento de sistemas lineares oriundos de métodos de pontos interiores. Resultados
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Figura 1: Performance profile: problemas QAP ¢ NETLIB

obtidos com problemas de programacao linear de grande porte indicam que é possivel reduzir
o tempo de resolugao dos problemas com o uso da técnica proposta. Futuramente a técnica
serd combinada & fatoracao controlada de Cholesky com o objetivo de obter precondicionadores
eficientes através da atualizacOes de outros pré-existentes. Além disso, como fatoragoes incom-
pletas sao precondicionadores universais, a técnica também serd testada no precondicionamento
de sistemas lineares oriundos de outros problemas.
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