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Resumo: FEste trabalho introduz um método de ponto fixo que converge quadraticamente para os
zeros da funcio F(X) = AX—XYHAX, com X,Y € C"*P, na variedade dada por Y2 X =1 (Y
fizo). Uma das vantagens desse método em relagao ao método de Newton é que todas as operagoes
envolvidas no processo sao puramente algébricas. Nao hd resolucao de sistemas lineares como
no caso do método de Newton, em que se resolve, a cada passo k, o sistema F'(Xx)H = F(X}).
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A busca por novos métodos de computacao parcial do espectro de uma matriz pela comuni-
dade cientifica é incentivada pelas necessidades praticas de varias dreas cientificas. Por exemplo,
em Anélise de Estabilidade Local de um sistema dinamico, procuram-se autovalores com parte
real positiva ou que possuem argumento préximo a =7 /2. Em Processamento de Sinais, é usual o
célculo de autovalores dito dominantes, isto é, autovalores cujo valor absoluto sao relativamente
maiores quando comparados aos restantes.

O nosso objetivo aqui é introduzir um novo método que computa um subespaco invariante
que esta contido em uma dada variedade linear. Esse método foi desenvolvido a partir de outro
método, cuja andlise foi realizada em [2]. Iniciamos o nosso trabalho apresentando um breve
resumo da andlise desse método e reescrevemo-lo usando a notacao de produto de Kronecker.
O resultado é uma iteracio de Newton-Raphson da forma Vi = Vi1 — f'(Vie1) "1 f(Vi_1), em
que f'(Vix_1) é uma matriz. Introduzimos, entdo, o nosso método, que é uma iteracao do tipo
Newton-Moser ([3]), que aproxima a inversa da matriz concomitantemente a evolugao do método
de Newton. Além disso, sabe-se que sua convergéncia local também é quadratica ([5]) e mostra-
se que esse novo método também preserva a variedade linear, no sentido que todos os vetores
resultantes das iteragoes pertencem a variedade, se o vetor inicial for escolhido dentro dela.

Seja A € C™™*™ uma matriz inversivel. Vamos supor que o espectro de A é simples, isto é,
que todos os autovalores de A sao distintos dois a dois. Seja Y € C"*P, p < n, uma matriz
de posto completo. Seja Xy = {X € C"*?|YH X = I}. Observe que todas as matrizes de Xy
também sao de posto completo. Vamos considerar agora a funcao F', definida em Xy por

F(X)=AX — XYH7AX (1)
A derivada de F' em X é dada por
F'(X)[V]=-Xy"ay —vyHAX. (2)

Observacao 1. Vamos supor que o espectro de A € igual a {\;|i =1 : n}, todos eles distintos
e nao nulos. Uma solugiao de F(X) = 0 é uma matriz X*, de posto completo, cujas colunas
geram o espaco de autovetores de A associados aos p autovalores da matriz YT AX* que, sem
perda de generalidade, podemos supor que sio A\j, i =n—p+1:n. Como o espectro de A
¢ simples e ndo contém o zero, conclui-se que YT AX* ¢ inversivel e diagonalizdvel. Observe
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que o espectro de (I — XYH)A ¢é constituido de zero, com multiplicidade p, e dos outros n — p

autovalores de A. Portanto, o espectro de F'(X*), que € igual a {\; = \jli =1 :n—p,j =
n—p+1:npU{=\lj =n—p+1:n}, ndo contém o zero e, assim, € inversivel. Concluimos,
entao, que existe uma vizinhanca B de X* tal que, para todo X € B, F'(X) € inversivel, e
YHAX ¢ inversivel e diagonalizdvel. Os métodos apresentados a sequir pressupéem que estamos
trabalhando nessa vizinhanca B.

Supondo Xy € Xy, o método de Newton aplicado a esse problema é o seguinte: para k > 0,
-1
Xy =Xp_1+ (F/(kal)) F(Xk,1>

Pode-se verificar facilmente que, se Xy € Xy, entdao X € Xy, para todo k > 1 [2]. Em [3], O.
H. Hald introduz um método para resolver o problema escalar f(x) = 0, sem que seja preciso
inverter a derivada de f (como no método de Newton):

Proposicao 2. Seja f : R — R uma fun¢do duas vezes diferencidvel em torno de uma raiz
simples o de f. Entdo existe uma vizinhanca B de « tal que, dado qualquer xo € B, se yg for

suficientemente prérimo de (f’(oz))_l, entao o sequinte esquema converge a | «, (f’(oz))_l) , pelo

menos, quadraticamente:

Ty = Th—1 — Yp—1f(Tr—1) (3)
Ue = 2Uk—1— Ye—1S (Tk)Yr—1 (4)

A generalizacao desse fato para o caso de funcoes vetoriais também seria provado, mas com
detalhes, em [5]:

z

Proposigao 3. Seja f : C* — C" analitica. Seja o € C" tal que f(a) = 0 and f'(«) é

inversivel. Entao existe uma vizinhanca B de « tal que, dado qualquer xq € B, se Xy € su-

-1

ficientemente préxzimo de (f'(«))” ", entdo o sequinte esquema converge a <a, (f’(a))_l), pelo

menos, quadraticamente:

v, = xp—1 — Xp_1f(Tp—1) (5)
X, = 2Xp1 — X1 f'(wp) Xp1 (6)

Observe que o esquema acima é uma iteracao de ponto fixo aplicada a

6e.) = (o3 X porx ).

e o resultado segue do fato que G’ (a, (f’(a))_l> =0 (ver [5]). E digno de nota o fato que nio
ha resolugao de sistemas no método, sé operacoes algébricas.

Vamos agora dar uma formulacdo vetorial & funcio F(X) = AX — XYHAX, usando a
notagao de produto de Kronecker [4], para podermos aplicar a proposigao acima. Para isso, seja
Vi = vec(Xy), isto é,

(Vk)z’+jn—n = (Xk)m-, i=1,..,n, j=1,...p.
Note que vec é um isomorfismo linear. Definimos, entao:
F(Vi) = (Ip ® (A= X, YT A) Vi,

isto é,
(f(Vk))Hjnfn = (F(Xk))i,j, i=1,.,n, j=1,...,p.
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Note que vec™ 1 (f(Vy)) = F(Xy) e que f'(Vi) pode ser identificada a uma matriz quadrada:
F'(Ve) = Lo (A= X a) - (v7ax,) @ 1,].

Observe que, para todo H € C"*P, se h = vec(H ), entao

1 1

vec((F'(Xy)) H) = (f'(V&)) h. (7)

Agora, dados Vg, Wy € R™, 0 esquema de Moser-Hald se escreve como

Vier = Vi —Wif(Vi) (8)
Wit1 = QWk—ka,(Vk_,_l)Wk. (9)

Gostarfamos que, sob algumas condigbes, os vetores Vi resultantes das iteragoes dadas pelo
esquema de Moser-Hald permanecessem em xy = {V € R™; YHyec (V) = I}. Isso é o que
serd mostrado a seguir.

Proposicao 4. Se Vy € xy e Wy = (f’(VO))fl, entao Vi, € xy para todo k > 0.

Prova. Seja Y+ = {Z e C"P; YHZ = 0}. Para mostrar essa proposigao, vamos mostrar por
inducdo em k que Vi € zy e, para todo Z € Y+, vec ™ (Wy vec(Z)) € Y. Assim, comecamos
com Vp € zy e com qualquer Z € C™ P tal que Y Z = 0. Seja V € C"*? tal que F'(Xo)V = Z.
Entao,

0=YHF(Xo)V =Y AV - XoYHAV —VYHAX,) = - YIVYHAX,.

Como YH AXy é inversivel, YV = 0, ou seja, YT vec™ (Wyvec(Z)) = 0.

Vamos supor, por inducdo, que Vj, € xy e que, para todo Z € Y+, YHvec_l(Wk vec(Z)) = 0.
Entdo, como YH F(X}) = 0, temos que Y7 vec™ (W f(Vi)) = 0. Logo, Xpi1 = vec t(Vii1) €
Xy e, assim,

YHF (X1 )vec L (Wi vee(Z)) = 0,

pois
YHF (Xpy1)vec (Wi vee(Z)) =

=YH (A vec *(Wyvee(Z)) — Xppr Y2 Avec™ (W, vee(Z)) — vee ™ (W, vec(Z))YHAXkH) =
= YH Avec L (Wi vee(Z)) — (YH X)) YH Avec™ (W vee(Z))—
—(YHpec YWy vee(2)))YH AX ).

Ou seja, F'(Xp41)vec (Wi vee(Z)) € Y+ e, portanto, por hipétese de inducdo,
YHyec™? (Wi vee(F'(Xjq1)vee™ (Wi vee(Z))) = 0.
Mas, vec™ ! (W, vec(F'(Xpi1)vee (Wi vec(Z))) = vec™ (Wi f'(Vieg1)Wivee(Z)). Logo,
Y 2vec L (Wi vee(Z)) = YHvec™ (W — Wi f' (Vi) W) vee(Z)) =

= 2Y Tpec™ (Wi vee(Z)) — YHvec ™t (Wi f' (Viey1) Wi vee(Z)) = 0.
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Resultados Numéricos

Uma classe de métodos que computam uma decomposi¢ao parcial do espectro de uma matriz
A é a dos métodos de iteragao simultanea. Esses métodos se iniciam com um conjunto Li. de
vetores que sao transformados, a cada passo, em outros vetores via algum operador que, em
geral, ¢ uma funcdo analitica de A cuja implementacdo seja viavel, do ponto de vista com-
putacional. Por exemplo, se é possivel resolver sistemas lineares com uma matriz A, entdo
operadores do tipo (aA — bI)~! sdo vidveis. Os métodos de iteracdo simultanea incluem ainda
algum procedimento que desvie da tendéncia a dependéncia linear os vetores resultantes, por
exemplo, uma decomposicao QR. Vamos criar aqui um novo método de iteragao simultanea de
poténcia (isto é, quando o operador é A), partindo-se de uma matriz de vetores Xy tal que
YHX) = I. O procedimento de desvio serd o seguinte: se Z, = AX} é a matriz dos veto-
res resultantes da poténcia no passo k, entao Xy = Zk(YHZk)*l. Assim, nao s6 os vetores
resultantes continuam na variedade como também permanecem li.. Os autovalores sao entao
calculados a partir da decomposicao espectral da matriz Y#AXy, em que N é o ntmero de
passos. Vamos comparar primeiro os dois métodos apresentados aqui, o de Newton e o de
Newton-Moser, com esse método de iteracao simultanea, partindo-se do mesma matriz inicial
Xo, com Y7 Xy = I. Nos testes, Xo =Y = eye(n,p), isto é, a matriz formada pelas p primeiras
colunas da identidade de ordem n. Em todos os métodos, escolhemos N = p = 10. Tomamos
emprestadas as matrizes lesp da galeria de matrizes do MATLAB: A = lesp(n), n = 50,100, 200.
Essas matrizes, embora tridiagonais e simétricas, possuem autovalores bastante sensiveis a per-
tubagao das entradas, ou seja, o problema de autovalores dessas matrizes é mal condicionado (ver
http://www.mathworks.com/help/matlab/ref/gallery.html). Computando autovalores em
MATLAB via fungao eig, os 47 maiores autovalores de lesp(50), lesp(100) e lesp(200) coincidem,
assim como os 97 maiores autovalores de lesp(100) e lesp(200). O interessante foi que cada um
dos trés métodos computou os mesmos dez maiores autovalores para n = 50, 100, 200, mesmo
quando errava, como no caso do método de poténcias simultaneas. Esses autovalores estao ex-
postos, por isso, numa unica tabela: a Tabela 1. O método de Newton-Moser teve problemas
de convergéncia, embora nas quatro primeiras iteragoes o método convergisse. Mas, da quinta
iteragao em diante, o método nao convergia para o décimo maior autovalor, que ia para infinito.
Ou seja, a matriz inicial Wy nao estava na zona de convergéncia do método. Fizemos, entao,
o seguinte: reiniciamos parcialmente o método na quarta interacao: Wy = (f’(V3))~!. Com
isso, o método de Newton-Moser convergiu otimamente, mas despendeu um tempo consideravel.
Os tempos médios (relativos a cinco performances sucessivas), em segundos, obtidos pelos trés
métodos estao na Tabela 2. Fizemos testes com os métodos de Newton e Newton-Moser, apli-
cados dessa vez as matrizes de Moler, também da galeria de matrizes testes do MATLAB:
A = moler(n), n = 50,100, 200. Essas matrizes sdo simétricas definidas positivas, mas tém um
autovalor muito préximo de zero. O comando A = gallery('moler’,n,a) calcula U' x U, em
que U = gallery('triw’,n, ), a matriz triangular superior com 1 na diagonal e o em todas as
superdiagonais. Por default, alpha = —1. Nesse caso, A(i,j) = min(i,j) — 2 e A(i,i) =i. O
método de Newton-Moser nao convergiu quando aplicado a essas matrizes. Notdvamos que nove
entre dez autovalores pareciam convergir, mas eram contaminados pelo décimo, que crescia ou
decrescia infinitamente. Tentamos o mesmo procedimento descrito acima, mas o restart nao
parecia influenciar positivamente na convergéncia do método, mesmo ele sendo aplicado depois
de nuimeros de passos diferentes. Mesmo com dois restarts, nada parecia fazer que o método
convergisse para dez autovalores da matriz A. O décimo autovalor continuava divergindo de
forma aberrante e nao pudemos evitar essa contaminacao nos testes.
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Newton | Newton-Moser | Poténcias | QR (Eig)
-4.5491 -4.5491 -4.5491 -4.5491
-6.9531 -6.9531 -6.9531 -6.9531
-8.9979 -8.9979 -8.9979 -8.9979

-11.0000 -11.0000 -11.0000 -11.0000

-13.0000 -13.0000 -13.0000 -13.0000

-15.0000 -15.0000 -15.0001 -15.0000

-17.0000 -17.0000 -17.0018 -17.0000

-19.0000 -19.0000 -19.0251 -19.0000

-21.0000 -21.0000 -21.1979 -21.0000

-23.0000 -23.0000 -23.9318 -23.0000

Tabela 1: Os dez maiores autovalores de lesp(n), n = 50,100, 200

Método n=>50 | n=100 | n =200
Newton 0.22 1.66 12.6
Newton-Moser 0.46 17.0 222
Poténcias 0.00093 | 0.0019 0.0083

Tabela 2: Tempos despendidos pelos trés métodos

n =50 n = 100 n = 200
Newton | QR (Eig) | Newton | QR (Eig) | Newton | QR (Eig)
9.9983 9.9983 35.2420 34.6003 32.2805 32.2805
4.2738 4.2738 6.7584 6.7760 5.4462 5.4462
3.0944 3.0991 4.2325 4.2251 3.6574 3.6573
2.9577 2.9820 2.6500 2.6427 2.7759 2.7759
2.5267 2.5374 2.5155 2.5180 2.5171 2.5171
2.4162 2.4230 2.3784 2.3741 2.3913 2.3913
2.3152 2.3154 2.3153 2.3152 2.3176 2.3176
2.2766 2.2766 2.2760 2.2765 2.2779 2.2779
2.2563 2.2563 2.2562 2.2563 2.2570 2.2569
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 3: Dez autovalores de moler(n), n = 50,100, 200

Conclusoes

Os objetivos principais deste trabalho foram: mostrar como aproximar a inversa da derivada
de uma funcao vetorial no método de Newton sem perder sua convergéncia quadratica; apre-
sentar resultados praticos de um método de Newton que é praticamente inexplorado; introduzir
uma versao aproximada desse método, inédito na literatura de computacao de autovalores. Um
arcabouco do nosso método ja havia sido ligeiramente apresentado em um congresso no CE-
PEL/Eletrobras em 5 de dezembro de 2011 (ver [1]). Porém, na época, nao sabifamos ainda que
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a dinamica das suas iteragoes gerava vetores na variedade linear e, por manipulacoes algébricas,
obrigdvamos, entdo, os vetores a permanecerem na variedade. A proposicao 4 é inédita e por
ela entao ficamos sabendo que, sob algumas condigoes iniciais, os vetores gerados pelo método
se mantém na variedade. Um problema com esse método, que tem surgido nos testes numéricos
que realizamos com diversas matrizes, é que ele depende bastante das condicGes iniciais. Por
outro lado, esse método pode ser importante no caso de nos depararmos com uma derivada (uma
matriz) que resulte em um sistema dificil de se resolver. Se nao pudermos iniciar o procedimento
com Wo = (f'(Vo)) ™", a necessidade de boas condigdes iniciais se torna ainda mais dramética,
Na busca de melhores condigoes iniciais para o método de Newton-Moser aplicado as matrizes
de lesp fizemos o seguinte: depois de 3 passos, reinicializamos o método com Wy = (f’ (VE;))_l.
Por outro lado, o método de Newton teve uma boa performance com essas matrizes, convergindo
sem problemas, conforme a Tabela 1. As matrizes de lesp nao possuem os autovalores muito
préximos um do outro, o que faz com que o espectro de F’(X*) ndo tenha nenhum autovalor
proximo de zero. Agora, as matrizes de Moler tém autovalores muito préximos um do outro
e, além disso, tém um autovalor muito préximo de zero: a funcéo eig do MATLAB calculou
-1.1484e-015 (sic), para n = 50; 3.2752e-015, para n = 100; 9.3068e-016, para n = 200. Os
testes com as matrizes de Moler confirmaram o que esperavamos de antemao e a convergéncia
do Método de Newton, em geral, nao foi boa, conforme podemos ver na Tabela 3. Porém, incri-
velmente, o método funcionou melhor para n = 200. Aplicado as matrizes de Moler, o método
de Newton-Moser nao convergiu, embora, como ja foi comentado anteriormente, nove dos dez
valores encontrados fossem préximos de autovalores verdadeiros. Mas o décimo ia crescendo
(ou decrescendo) infinitamente. Uma solugao para isso talvez seja implementar um processo de
deflacao, que retira do processo os valores convergidos e respectivos autovetores, isto é, uma
vez que algum autovalor convergir, a dimensao p do problema diminui de um. O problema é
que, se nao fizermos isso de modo eficiente, 0 método podera convergir para valores ja obtidos.
Estamos com resultados promissores nesse sentido, mas isso é tema para trabalho futuro, pois
a deflacao demanda um tempo ainda maior e precisamos lidar melhor com isso. Em [5], hd um
resultado que garante a convergéncia do método, em aritmética exata, se ||f'(V*)V, — I|| < 1
a partir de certo k (V* = vec(X™)). Em [1], podemos ver outros resultados numéricos obtidos
com o método de Newton, dessa vez aplicado a uma matriz de ordem 1664, uma matriz de es-
tado proveniente do sistema elétrico de poténcia brasileiro. A convergéncia foi étima, porque os
autovalores sao suficientemente afastados um do outro. Devemos observar que, em [1], seguimos
a implementagao sugerida em [2], sem produto de Kronecker. Aqui foi feita uma implementacao
inédita e contemporanea, usando produto de Kronecker, que é bem suportada pelas novas ar-
quiteturas de computadores (no caso da lesp(20), a versao via produto de kronecker resulta
em matrizes de ordem 2000). Quanto ao método de poténcias simultaneas, é um método que
demora a convergir, e isso ja é bem conhecido na literatura. Porém, por outro lado, seu custo
computacional é extremamente pequeno. Em geral, os métodos de iteracdo simultanea, assim
como o0 método de Arnoldi, computam autovalores em regides do plano complexo. A filosofia
dos métodos apresentados aqui é diferente, pois buscamos autovetores em uma dada variedade.
O que fizemos aqui, foi criar e testar um método de iteragdao simultdnea adaptado a essa nova
demanda. Por acaso, os autovetores das matrizes de lesp que estao na variedade, cujos vetores
tem as p primeiras coordenadas livres (que foi a nossa variedade escolhida), sao associados aos
maiores autovalores negativos (menores valores em valor absoluto). Finalmente, os tempos de
computacao para esse trabalho foram obtidos via comandos tic — toc do MATLAB R2011b,
rodando em um computador HP Compaq "000 Pro AiO, com processador Intel Core(TM)2 Duo
CPU E8400 3.00 GHz.
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