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Resumo: O estudo das equagoes de Navier-Stokes desperta interesse dos estudiosos da drea da
andlise numérica, visto que a partir destas pode-se determinar os campos de velocidade e pressao
de um escoamento. Com estas equagoes também pode-se aproximar coeficientes aerodindmicos,
fato de grande interesse nas indistria automobilistica e aerondutica. Propée-se estudar a apro-
zimagao das equacoes de Navier Stokes via o método de elementos finitos. Estudam-se duas
propostas de métodos de discretizagao temporal para as equagoes dadas. Introduz-se um modelo
de regularizacao e através do cdlculo dos coeficientes de arrasto e sustentagdo comprova-se a sua
efetividade.
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1. Introducao

As equagdes de Navier-Stokes sdo equagoes diferenciais parciais que descrevem o escoamento
de fluidos. A partir destas pode-se determinar os campos de velocidade e de pressao num escoa-
mento. Logo, descrevem a fisica de um grande niimero de fené6menos de interesses econdémicos e
académicos.

Estas equacgoes sao utilizadas para modelar o clima, correntes ocednicas, nos projetos de
aeronaves e carros, nos estudos do fluxo sangiiineo, na anélise dos efeitos da polui¢ao hidrica em
rios, mares e da dispersao da poluicao atmosférica, etc.

Esse trabalho trata de fluido incompressivel e viscosidade constante. Assim, as equacoes de
Navier-Stokes bidimensionais incompressiveis em regime transiente, com condi¢do de contorno
de Dirichlet, sao dadas por

1
u; — ﬁAu +(u-V)u+Vp = f em (0,7] x Q, (1)
V-u = 0 em|[0,7] x £, (2)
u = 0 em]l0,7T] x 09, (3)
u(0,:) = ug em Q, (4)
onde u = (ul'(x,y;t),u?(x,y;t)) é a velocidade para duas dimensdes, p(x,y;t) ¢ a pressio,

f= (fYx,y;t), f2(z,y;t)) é a forcante, Re é o numero de Reynolds, 2 C R? é o dominio, 0 é
a fronteira, ug € a velocidade inicial e [0,7] é o intervalo de tempo.

Para obter uma formulacgao variacional para estas equagoes define-se o espago da velocidade
X = H}()? e da pressio Q = L3(f2), onde H}(Q)? = {v € L?(Q)? e Vv € L>(Q)?? : v =
0 em 00N} ¢ o espago de Hilbert (H'(2)2) com condigdo de contorno zero e L2 = {q € L?() :
Jq q dzdy = 0} é o espago de Hilbert H%(Q) = L?(Q) com média zero.

Para discretizar estas equacoes no espaco escolheu-se o método de elementos finitos, que tem
se mostrado um 6timo método numeérico na area de mecénica de fluidos. Uma introdugao deste
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método aplicado a escoamentos viscosos de fluidos incompressiveis pode ser verificada em Layton
[9].

Escolhe-se espacos de dimensio finita X"* € X para a velocidade e Q" C Q para a presséo.
Tome X" e Q" dados pelo elemento Taylor-Hood, ou seja, utiliza-se polinémios quadraticos na
velocidade e lineares na pressdo, veja mais em Layton [9]. A escolha por estes elementos se da
pelo fato de satisfazer a condigao inf-sup discreta que garante admissibilidade dos dois espagos
escolhidos para velocidade e pressao.

Assim, a solucao aproximada por elementos finitos de (1)-(2) é: encontre u” : [0, 7] — X" e
ph 1 (0,T] — Q" satisfazendo

1

7 (Vu", Vv + b (u", u" v — (", V-V = (fvh) Vvt e Xh (5)
e

(uf, v") +
(V-u"¢") = 0 vt e, (6)

onde u” = (u',u™2) e (.,.) € o produto interno no espaco L?.

As equagbes de Navier-Stokes consideradas neste trabalho estdo em regime transiente, por
isso o método de discretizacao temporal é muito importante no processo de obtencao da solugao
aproximada. Assim, um objetivo é comparar os métodos de discretizagao temporal.

2. Métodos de Discretizacao Temporal

Escolheu-se dois métodos de segunda ordem e implicitos. Segundo Schéfer e Turek [13]
meétodos explicitos podem ser ineficientes, pois, para satisfazer a condi¢ao de Courant-Friedrichs-
Lewy necessitam de incremento temporal muito pequeno.

O primeiro é o método de Crank-Nicolson (CN), estudado para as equagoes de Navier-Stokes
em Heywood e Rannacher [6], que além de ser de segunda ordem é A-estavel. Crank-Nicolson é
uma combinagao dos métodos de Euler implicito e Euler explicito.

O outro método também de segunda ordem, desenvolvido em Bristeau et al. [2], é conhecido
como método 6 de passo fracionado (FS). Este método é fortemente A-estavel e resolve o problema
proposto em trés etapas para cada passo de tempo.

Introduz-se 6;, para i = 1,2,3,4, e Aty o passo de tempo para o termo da pressdao. Estes
parametros sao escolhidos de acordo com o método utilizado, segue na Tabela 1.

Método | 61 02 03 n t trt1 Aty
CN 0.5 0.5 0.5 0.5 tn tnt+1 At
FS 70 no no 0 tn tn + OAL OAtL

no*  r0* 16* nod* tn + OAL tnt1 — OAL  O7AL
70 no no 70  the1 — OAL trnt1 OAt

Tabela 1: Tabela de pardmetros para métodos temporais

Os coeficientes do método FS apresentados na Tabela 1 sdo escolhidos a fim de obter um
esquema de segunda ordem e fortemente A-estavel. Bristeau, Glowinski e Periaux [2]| provam
quedeve—seescolher@zl—g,T:2—ﬂe@*:n:\/5—1.

Para obter a solucdo aproximada das equagoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis
discretizadas no espago e no tempo, dado (uf?, pl) € (X", Q") encontre (uZH,pZH) € (XM, QM
satisfazendo

(u},;+1,vh) + 01At[R671(VuZ+1, vvh) + b*(uﬁ+1,uz+1,vh)] — Atk(pZ_H, V.-vh) =
(uf,v") — G At[Re™ 1 (Vul, Vv + b* (ul, uf, v)] +

O3 AL (£, v + O4AL(Frp, v?) Vv e XN (7)
(V-uii,q") = 0 V4" eQ" (8)

+
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Uma dificuldade que se encontra nos métodos implicitos é a resolucdo de um sistema nao-
linear em cada passo de tempo. Para isso existem métodos iterativos de linearizacao local, tais
como Picard e Newton, veja em Gunzburger [4].

Um dos grandes problemas na obtencao da solugao numérica da equacoes de Navier-Stokes
em regime transiente é o alto custo computacional, devido a linearizagao do termo convectivo,
da malha muito refinada e de passos de tempo pequenos. Por isso, busca-se alternativas que
calculem as solugoes encontradas com malhas finas em malhas grossas. Esta é uma das propostas
do modelo de deconvolugao de Leray, discutido em Layton et al. [10].

O modelo de deconvolugao baseia-se na regularizagao introduzida por Leray |11], de um filtro
diferencial discreto estudado por Manica e Kaya Merdan [12] e da aproximagao de operadores
de deconvolugao de van Cittert, dado em [1].

3. Modelo de Deconvolucao de Leray

Define-se o filtro diferencial discreto, dado em Manica e Kaya Merdan [12].
Definicdo 1:(Filtro diferencial discreto) Dado u € L?(Q)?, para um filtro de raio § > 0,
u = A,:lu ¢ a tunica solucdo em X" C X de
SA(va, vvh) + @, v = (u,v") w'e x" 9)
Definicio 2: Defina a projecao L2, II" : L2(Q)? — X" e o operador Laplaciano discreto
Ap: X — X" por

(Apu,vh) = —(Vu, Vv"), (IT"u — u,v") =0, (10)

para qualquer v € X"
Pode-se escrever que Ay, := (=02Ay +1I") e T = (—=62A), + 11" .
Considere o modelo de deconvolucao de Leray:
w+ Dy(@)-Vu—vAu+Vp = f em Qx(0,7), (12)
Viu = 0 em Qx(0,7), (13)
onde Dy é um operador de deconvolugao de van Cittert, segue definigao.
Definigao 3: O operador de deconvolugao discreto de van Cittert Dy é definido por

N
Dyu" =Y (I - A )™ (14)

n=0

Por questdes de notagdo, quando N = 0 tome Leray0, quando N = 1 tome Lerayl, ou seja,
para N tem-se LerayN.
Segundo Dunca e Epshteyn [3] o operador de deconvolugao Dy satisfaz, para u suave,

Dyu=u+0(*N?) N=0,1,2,3,.. (15)

Uma vantagem do modelo é que aumentando N — N 4+ 1 aumenta a precisao de O(52V+2)
para O(62N4) mas isso requer a resolu¢ao de mais um problema de Poisson ((—6%2A + 1)~ tu)
por At.

4. Resultados

Em ambos os exemplos desta secao o sistema linear é resolvido pelo método UMFPACK, que
¢ uma versao sofisticada da fatoragdo LU. Utilizou-se o software livre FreeFEM++ [5].
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4.1 Problema com solugao exata conhecida

Escolheu-se um problema de decaimento de vortices. A solugao exata de (1) - (2) é dada por

u; = —cos(nmx)sin(nry) exp(—2n°72t/T)
uy = cos(nmwy)sin(nmz) exp(—2nc3t/7)
p = —0.25(cos(2nmx) + cos(2nmy)) exp(—4nm’t/T)

em um dominio Q = (0,1)2. Considerou-se o termo de relaxacio 7 = 1 e a configuracio de
vortices n = 4. O lado direito f, a condicao inicial ug e as condigoes de contorno sao obtidas a,
partir de que (u1, ua, p) sejam solugoes das equacoes de (1) a (4) para numero de Reynolds igual
al (Re=1).

Utilizou-se malha regular com h = 1/64. O tempo final deste escoamento é T' = 1s e 0 passo
de tempo é dado por At =0,1 x 27% parai=0,...,7.

Para o termo nao-linear utilizou-se a iteracao de Picard em cada passo de tempo com critério
de parada v < 1078, pois neste caso se mostrou mais rapido que o método de Newton, mas com
resultados semelhantes.

Apesar de utilizar o elemento Taylor-Hood que satisfaz a condig@o inf-sup discreta, neste
exemplo foi utilizado o método da penalidade para otimizar a pressdo, veja mais em Gunzburger
[4].

Na Figura 1 analisa-se os métodos temporais. Percebe-se que o erro na velocidade e na
pressdo é menor em praticamente todos os passos de tempo com o método FS do que com CN.
Observa-se semelhanca dos graficos entre o presente trabalho e o artigo de John et al. [8].

10! T T T T T T 10° T T T T T T

—8-FS —B-FS
—6—CN ——CN

log(erro velocidade)
o
5
log(erro pressao)

passo de tempo passo de tempo

Figura 1: Calculo dos erros da velocidade e pressao, respectivamente, para diferentes métodos
de discretizacao temporal por passo de tempo

Outros exemplos com solugoes exatas conhecidas podem ser encontrados em Souza [14].

4.2 Simulacao de Coeficientes Aerodinamicos

Trata-se do escoamento em duas dimensdes em torno de um cilindro, onde a solucao exata é
desconhecida. Utilizou-se as equagoes de (1) a (4) com tais condigdes de contorno, u(t;0,y) =
u(t;2.2,y) = 0.4172sin (7t/8)(6y(0.41 — y),0)m/s e condicio de nao-deslizamento nas partes
superior, inferior e na superficie do cilindro. Considere v = 1073m?/s, f=0 e tempo T = 8s.

Para o termo nao-linear utilizou-se o método de Newton com critério de parada v < 10710,
que mostrou-se mais eficiente que o método de Picard nesse caso.

Esse tipo de problema serve para testar a fidelidade fisica do algoritmo. Os coeficientes
aerodindmicos sdo numeros adimensionais utilizados para o estudo aerondutico, aerodindmico
e automobilistico. Medem as forcas que sofre um corpo qualquer em movimento num fluido.
Alguns dos coeficientes mais conhecidos sao o coeficiente de sustentagao (¢;) e o coeficiente de
arrasto (cgq). Outro parametro a ser estudado é a diferenga de pressao entre parte da frente e de
tras do cilindro dada por Ap = p(8;0.15,0.2) — p(8;0.25,0.2) no tempo 7' = 8s.
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Para as computagoes foram escolhidos 3 niveis de malha. A malha 2 do presente trabalho
tem a mesma quantidade de graus de liberdade da malha 1 do trabalho de John [7] e a malha
3 deste trabalho com a malha 2 de John [7]. Para o passo de tempo escolheu-se At = 0,02/2%,
onde 1 =0, ..., 4.

Em Schéfer e Turek [13], este mesmo exemplo é resolvido, com diversos métodos de solucao
numérica e malhas bem refinadas. Conclui-se que o intervalo 6timo do coeficiente de arrasto é
2,93 < Cdmaz < 2,97, 0 coeficiente de sustentacao ¢ 0,47 < ¢ maz < 0,49 e para a diferenca
da pressdo o intervalo é —0,115 < Ap(8s) < —0,105. A Tabela 2 e a Tabela 3 podem ser

comparadas com John [7].

Nivel At t(cd,maz) Cd,max t(cl,maz) Cl,maz AP(SS)
2 0.02 3.96 2.966817 5.76 0.4252636 | -0.10341796
2 0.01 3.94 2.9677771 5.72 0.4395816 | -0.10987897
2 0.005 3.94 2.9682405 5.715 0.44286571 | -0.11106215
2 0.0025 3.9375 2.9684635 5.7075 0.44233924 | -0.11141863
2 0.00125 | 3.93625 2.968574 5.70875 | 0.44227988 | -0.11156644
3 0.02 3.94 2.94787 5.76 0.454906 -0.105271
3 0.01 3.94 2.94886 5.72 0.468869 -0.110712
3 0.005 3.94 2.94933 5.705 0.470592 -0.11146
3 0.0025 3.9375 2.94956 5.7025 0.470288 -0.111705
3 0.00125 | 3.93625 2.94966 5.7025 0.470129 -0.111824

Tabela 2: Método Crank-Nicolson com simulagao direta (DNS)

Nivel At t(cd,maz) Cd,maz t(ci,maz) Clymaz Ap(8s)
2 0.02 3.94 2.9670828 5.72 0.46536749 | -0.11087478
2 0.01 3.94 2.9678846 5.71 0.45473204 -0.1113912
2 0.005 3.935 2.9682856 5.71 0.44797908 | -0.11156249
2 0.0025 3.935 2.9684852 5.7075 0.44485994 | -0.11163467
2 0.00125 3.935 2.9685848 5.70875 0.44322709 | -0.11166792
3 0.02 3.94 2.94816 5.7 0.490578 -0.111436
3 0.01 3.94 2.94897 5.7 0.481648 -0.111718
3 0.005 3.935 2.94938 5.7 0.475536 -0.111831
3 0.0025 3.935 2.94958 5.7025 0.472414 -0.111888
3 0.00125 3.935 2.94968 5.70125 0.470737 -0.111918

Tabela 3: Método 8 de passo fracionado com DNS

Fazendo uma comparagao com o artigo de John |7] e com Schéfer e Turek [13] nota-se que os
métodos CN e F'S mostraram-se apropriados para o calculo de todos os coeficientes. O coeficiente
de sustentagdo é muito sensivel e sofre bastante variagdo ao longo do tempo, por isso no nivel
2 ainda nao foi possivel encontrar valores dentro do intervalo de referéncia de Schéafer e Turek
[13], mas os valores encontrados neste trabalho estao mais proximos do intervalo 6timo do que
em John [7].

Agora, serdo feitas algumas analises deste exemplo utilizando o modelo de deconvolugao de
Leray. A grande vantagem do modelo estudado é obter as soluges esperadas com menos graus
de liberdade que os exemplos com DNS.

Com uma malha no nivel 1, conseguiu-se aproximar o coeficiente de arrasto a partir do
modelo de deconvolucao Lerayl e testou-se também para o modelo de deconvolucao com Leray0
(ver Tabela 4). Considerou-se § = 7, onde r é o raio do cilindro e n é o ntimero de pontos na
borda do cilindro. Esta escolha de § tem rela¢do com o incremento da malha préximo ao cilindro,
onde ocorre maior variagdo no escoamento.

Observe que somente com Leray1 sao obtidos valores no intervalo de referéncia. Isso confirma
a observacao feita em Layton et al. [10], que ao longo do tempo os modelos de deconvolugao de
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Leray com N>1 tendem a ficar corretos, enquanto com o modelo de Leray0, da mesma forma
que com DNS; o erro pode crescer ao longo do tempo.

- - DNS Modelo Leray0 Modelo Lerayl
Nivel At t(cd,maz) Cd,maz t(cd,maz) Cd,mazx t(cd,maz) Cd,maw

1 0.02 3.92 2,8722666 3,92 3.107692 3,94 2,9615456

1 0.01 3.92 2,8730993 3,93 3.1085435 3,92 2,9624477

1 0.005 3.92 2,8735152 3,925 3.1089547 3,92 2,9628647

1 0.0025 3,9175 2,8737253 3,925 3.109161 3,92 2,9630732

1 0.00125 3.9175 2,8738297 | 3.92625 | 3.1092645 | 3,92125 | 2,9631777

Tabela 4: Coeficiente de arrasto na malha 1 com FS

Com a malha no nivel 2, conseguiu-se aproximar o coeficiente de sustentagao no intervalo de
referéncia a partir do modelo de deconvolugao Leray3 (ver Tabela 5). Ainda com § = Z~.

A escolha por Leray3 é justificada pelo fato que Lerayl e Leray2 nao aproximaram todos os
coeficientes de maneira 6tima. A partir disso confirma-se o argumento exposto anteriormente,
que quanto mais filtros sdo aplicados, maior a ordem de aproximacao do modelo de Leray.

Todas as simulacoes dos coeficientes estao no intervalo de referéncia de Schéfer e Turek. Note

que o ¢; com DNS nao era obtido no intervalo 6timo (ver Tabela 3).

Nivel At t(Cd,maz) Cd,mazx t(cl,maz) Cl,max AP(&S)
2 0.02 3.94 2.968728 5.72 0.4912897 | -0.11062063
2 0.01 3.94 2.9690268 5.71 0.48043859 | -0.11122779
2 0.005 3.935 2.9694297 5.715 0.47249932 | -0.11142283
2 0.0025 3.9375 2.9696298 5.7125 0.47194154 | -0.11150124
2 0.00125 3.9325 2.9697301 5.7125 0.47083318 | -0.11153619
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Tabela 5: Modelo de Leray3 com método temporal F'S e malha no nivel 2

Por fim, na Figura 2, o grifico com o histérico temporal do coeficiente de sustentagao com-
parando os modelos com DNS nos niveis de malha 2 e 3, e com 0 modelo de Leray3 com a malha
no nivel 2. Conclui-se que o modelo Leray3 aproximou o coeficiente de sustentagdo com um nivel
a menos de malha.

— — FS com malha nivel 2

0.4 —— FS com malha nivel 2
— — — FS com malha nivel 3
Leray FS com malha nivel 2

— — —FS com malha nivel 3
046 N Leray FS com malha nivel 2

coeficiente de sustentacao
o

coeficiente de sustentagao
°
5
i

04r

038 !
|

|
[
036} |||\ )

53 54 55 56 57 58 59 6
tempo

tempo

(a) Coeficiente de sustentacio (b) Zoom ponto maximo

Figura 2: Evolugao temporal do ¢; com o método temporal FS e At = 0.00125

5. Conclusao

Os dois métodos temporais testados mostraram algumas diferengas. O método de CN aproxi-
mou bem as solucoes das equagoes de Navier-Stokes, mas as solucoes ficaram menos satisfatorias
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que com o método FS. Sabe-se que o método ser apenas A-estavel faz com que tenha oscilagoes
numéricas que podem ser corrigidas apenas com passos de tempo suficientemente pequenos, Tu-
rek [15]. Enquanto F'S, por ser fortemente A-estavel, é capaz de aproximar as solugoes com passo
de tempo maior sem apresentar instabilidade.

No exemplo onde simulou-se os coeficientes aerodindmicos, observou-se que os resultados
obtidos foram mais satisfatorios que em John 7], e ainda melhor se comparados com os resultados
obtidos com a regularizacao de Leray, ver Tabela 5. Além disso, confirmou-se o fato do modelo
de deconvolugao de Leray aproximar as solucoes em niveis de malha mais grossa, onde modelos
com DNS nao conseguem capturar tais solugoes satisfatoriamente.
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