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RESUMO

Nesse trabalho faz-se um estudo das propriedades temporais e espectrais dos sinais caóticos gerados
por uma famı́lia de mapas lineares por partes, o mapa de Bernoulli [3]. Mais especificamente, obtêm-se
fórmulas analı́ticas para a Sequência de Autocorrelação (SAC) e para a Densidade Espectral de Potência
(DEP) do sinais gerados em função do parâmetro dessa famı́lia. Abordagem para um mapa com alguma
similaridade encontra-se em [4]. O desenvolvimento empregado nesse trabalho é inspirado em [2] e [5].

A famı́lia de mapas de Bernoulli é definida por

s(n+ 1) = fB(s(n)), (1)

em que

fB(s) =

{ 2
1+αs+

1−α
1+α , − 1 6 s < α

2
1−αs−

1+α
1−α , α 6 s 6 1

, (2)

sendo α ⊂ [−1, 1] um parâmetro fixo. Na Figura 1(a) são mostrados gráficos de fB(s) para diversos
valores de α. Os expoentes de Lyapunov dos atratores desses mapas são positivos, como mostrado
na Figura 1(b), dessa forma, quase todos os sinais gerados são caóticos. Na Figura 1(c) mostram-se
exemplos de sinais gerados, deixando-se explı́cita a dependência sensı́vel com as condições iniciais,
caracterı́stica dos sinais caóticos [1].
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Figura 1: (a) Mapas de Bernoulli para diferentes valores de α, (b) Expoente de Lyapunov do atrator de
fB(s) em função de α e (c) trecho de órbitas de fB(s) com s0 = −0.5 e s0 = −0.500000001 para
α = 0.8 .
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A SAC R(k) = E [x(n)x(n+ k)], sendo E[·] o operador valor esperado, pode ser obtida analitica-
mente seguindo procedimento análogo ao descrito em [2]. Pode-se mostrar que

R(k) =
1

3
β|k|, (3)

sendo β = (1+α2)
2 . Para calcular a DEP S(ω) basta calcular a Transformada de Fourier de Tempo

Discreto de R(k), obtendo-se

S(ω) =
1

3

(
1− β2

1 + β2 − 2β cos(ω)

)
(4)
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Figura 2: (a) SAC e (b) DEP para sinais do mapa de Bernoulli para alguns valores de |α|. Em linha
tracejada estão as curvas analı́ticas e em linha cheia as curvas obtidas via simulação numérica.

Nas Figuras 2(a) e (b) são mostrados gráficos deR(k) e S(ω) para diversos valores de |α|. Em ambos
os casos são mostrados os resultados analı́ticos e numéricos. Nota-se que R(k) decai monotonicamente,
aproximando-se da forma impulsiva para α = 0, diferentemente do que ocorre com o mapa tenda incli-
nada estudado em [2]. Esse formato de R(k) faz com que a potência dos sinais esteja concentrada nas
baixas frequências para todo |α|. Essa concentração aumenta com |α|, podendo-se obter sinais de banda
estreita para |α| ≈ 1.

Como continuação desse trabalho, pretende-se obter a banda essencial desses sinais em função de α
e do expoente de Lyapunov. Também pretende-se estender esse estudo para mapas lineares por partes
mais gerais.
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