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Resumo: O problema de tomografia por impeddncia elétrica consiste em determinar a distri-
buicdo de condutividade elétrica de um meio a partir de medidas tomadas na fronteira do corpo.
Esse problema tem diversas aplicagoes em medicina com a detecgdo de tumores e monitoramento
de apneias, em geofisica e ciéncias ambientais com a localizagdo de depdsitos de minerais e moni-
toramento de fluidos, e na engenharia com a detec¢do de corrosoes em estruturas. Neste trabalho,
objetiva-se reconstruir um conjunto de inclusdes com coeficiente de condutividade elétrica distinta
do meto, submetendo o corpo a um conjunto de fluxo elétrico e medindo a correspondente dis-
tribuicao de campo elétrico sobre sua fronteira. Como esse problema € escrito na forma de uma
equacao diferencial parcial sobredeterminada, a ideia bdsica consiste em reescrevé-lo na forma
de um problema de otimizacdo. Em particular, objetiva-se minimizar um funcional de forma
que mede a diferenca entre os potenciais medidos e calculados numericamente. Sobre a solugdo
do problema inverso, ambos potenciais coincidem. Sendo assim, o referido funcional € minimi-
zado utilizando o conceito de derivada topoldgica de primeira e sequnda ordem. Cabe esclarecer
que a derivada topoldgica de primeira ordem ndao fornece informacgao suficiente para resolucao
do problema inverso, apresentando seus valores criticos sobre a fronteira do dominio devido a
elipticidade do problema.

Palavras-chave: Problemas Inversos, Tomografia por Impedancia Elétrica, Andlise de Sensibi-
lidade Topologica

1 Introducao

O problema inverso de EIT (Electrical Impedance Tomography) consiste em determinar a
condutividade elétrica de um corpo a partir de medigoes eletromagnéticas em sua superficie.
Esse problema tem diversas aplicagoes, dentre as quais podemos citar as aplicagoes em ciéncias
meédicas com na detecgdo de tumores [1, 7] e monitoramento de apneias, em geofisica e ciéncias
ambientais com a localizacao de depdsitos de minerais e monitoramento de fluidos e na engenharia
com a deteccao de corrosoes em estruturas.

Em comparagao com outros métodos, tomografia por raio-X, por exemplo, é que a aplicagao
de correntes elétricas nao causam efeitos colaterais, além de baixo custo em testes nao destrutivos
[1, 2, 7].

2 Formulacao do Problema

Descreve-se matematicamente o problema de EIT bem como a formulagao do problema in-
verso envolvido.
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2.1 Tomografia por Impedancia Elétrica

Considere um dominio {2 que representa um dado corpo que possua a capacidade de conduzir
eletricidade em seu interior e cujo coeficiente de condutividade elétrica seja k*(x), com z € Q.
Assumindo que este corpo é submetido a um potencial elétrico conhecido ¢ (o) com o € 952, onde
0f) representa a fronteira de 2, entdo o potencial elétrico u(z) em §2 satisfaz a equagao eliptica:

(1)

—div (k*(z)Vu(z)) =0 em
u= @ sobre Of).

Nesse sentido, a intensidade (local, isto é em 92) da corrente é representada por k*9,u, onde
Opu denota a derivada normal exterior.

Assim, a questao que se coloca é a seguinte: a partir dessas informagoes, podemos determinar
o coeficiente de condutividade k*(x)? Essa questao nos leva naturalmente ao estudo do operador
de Dirichlet-to-Neumann (DtN) Ay«

Apt H2(0Q) — H2(9Q) @)
@ —  kTOnu.

Vale ressaltar que poderiamos também estudar um operador de Neumann-to-Dirichlet (NtD),
caso fosse dado um fluxo ¢* = —k*9,,u sobre 9 e observado do campo u* sobre 9.

Na pratica é impossivel medir os dados sobre toda a fronteira de 2. Assim, o problema de
reconstruir k* deve ser encarado com o conhecimento de uma quantidade limitada de dados.

O problema de EIT é um problema inverso mal-posto por sua natureza fisica [4]. A comple-
xidade do EIT em comparagao com, por exemplo, a tomografia de raios-X tem a propriedade de
nao-localidade [8], que consiste no fato de que a corrente elétrica nao flui no corpo em linha reta,
uma alteragao local na condutividade elétrica em qualquer lugar no interior do objeto tem um
efeito sobre os potenciais de todos os eletrodos de medicao.

O objetivo deste trabalho é tratar a reconstrucao de k* via anélise de sensibilidade topologica.
Para isto, supde-se que existam anomalias em ) que tornam a condutividade elétrica constante
por partes.

YK

Figura 1: Corpo com anomalias

Assim, o problema de EIT se resume em
Problema 2.1. Encontrar o coeficiente de condutividade elétrica k* tal que

div[g(u)] =0 em €1
u=u sobre 0N
q(u) -n=q" sobre O

*

Tem-se assim duas classes de problemas inversos:

e dada uma excitagdo de Neumann ¢* sobre 02, reconstruir k* a partir de observagoes do
campo u” sobre 0€;
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e dada uma excitacao de Dirichlet u* sobre 92, reconstruir k* a partir de observacoes do
fluxo ¢* sobre 0N2.

Sera considerada neste trabalho a primeira maneira de tratar o problema. Portanto seja u
solugao do seguinte problema de Neumann:

divig(u)] =0 em 2

q(u) = —kVu
q(u)-n=q" sobre 00

[ -0 @)
[;Qu N /89 v

Com forma variacional: Encontrar u € U" tal que

/q(U)'Vnz/ gt -n, Ve v~y (5)
Q o0

UN:{cpeﬂl(Q);/mgo:/mu*} e VN:{cpEHl(Q);/(mgo:O}.

Consideremos o seguinte funcional de forma:

onde

(x) = Ty, u*) = /a (=) (6)

onde u ¢é solugao de (5), e x é a fungao caracteristica de .
Seja k* o coeficiente de condutividade que se deseja reconstruir.

Proposicao 2.1. Seja u solugao do problema variacional (5). Entao, se k = k™, onde k* é uma
solugao do problema inverso da condutividade (3), tem-se que u* = u sobre 9 e portanto o
funcional J,, atinge um minimo.

Tendo em vista a proposi¢ao 2.1, observamos que a solu¢do do problema (4) ird coincidir
com o dado u* lido na fronteira de Q quando k = k*, o que implica que o funcional (6) atinge o
minimo. Assim, em encontrar a fungao k* que minimiza o funcional (6) é equivalente a encontrar o
conjunto de inclusdes desconhecidas no interior de Q considerando k£* constante por partes. Uma
forma de abordar essa classe de problemas inversos é utilizar o conceito de derivada topologica
que serd apresentado a seguir.

3 Analise de Sensibilidade Topolobgica

A Analise de Sensibilidade Topologica [6] fornece um desenvolvimento assintotico para um
funcional de forma v (x), cujo termo principal é a derivada topologica, que mede a sensibilidade
do funcional com respeito a uma pertubagao singular (furo, inclusao, termo-fonte).

3.1 Derivada Topolégica

Considere um dominio aberto e limitado €2 sujeito a uma perturbagao confinada a uma regiao
we(Z) = T + ew. Sendo & um ponto arbitrario de €2 e w um dominio fixo.

Consideremos a fungao caracteristica associada ao dominio topologicamente perturbado,
T = Xe (52).
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Figura 2: Conceito de derivada topologica

Para o caso do problema inverso de EIT, consideramos inclustes de coeficiente de condutivi-
dade constante e tém-se que x(z) = 1o+(1 —7)13—5@), onde v € RT & o contraste da propriedade
material do meio.

Assume-se entao, que o funcional de forma associado ao dominio topologicamente perturbado,
admite a seguinte expansao assintotica:

P (xe(2) = 0(X) + [1(e)T(&) + fo(e) T2(2) + o( f2(e)), (7)
onde

e () ¢ o funcional de forma associado ao dominio nao perturbado;

fi(e) é uma funcao positiva tal que f(g) — 0 quando ¢ — 0;

f2(¢) é uma fungao positiva de corregao de segunda ordem tal que fa(e) — 0 quando € — 0

A fungdo & +— T(Z) é denominada derivada topologica de primeira ordem de v,

A funcao = — 7'2(33) é denominada derivada topologica de segunda ordem de ;

O residuo o(fa2(¢)) é tal que iﬂw =0,

3.2 Problema Perturbado

Considere um dominio perturbado através da nucleagao de uma inclusao B.(Z) e o funcional
de forma associado ao dominio topologicamente perturbado

Blxe) = T (e ") = / (4 — )2, (8)

o0

Sendo u. é solugao de: determinar u. € UEN tal que

/ 4e(ue) - Vi = / ¢ nm e VA, (9)
Q o0

onde

UaN:{weHl(Q);/anzJ:/mu* e [¢] =0 sobre 8B€(:%)}

V;N:{QDEHI(Q);/QQO:O e [¢] =0 sobre 836(53)}.
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A equagao de Euler-Lagrange para u. é

div[ge(us)] =0 em
q=(ue) = —:kVu,
Qa(ua) ‘N = q* sobre 0f)
=0
/Q ! (10)
f Us = / u*
o) o0
[us] =0 sobre OB,
lge(us)] - n=0 sobre 0B.,
sendo
|1 se x e Q\B:()
T { v se x € B.(2), (11)

e v um parametro real positivo.

4 Resultados Obtidos

Afim de identificar fi(), f2(¢), calcular T (&) e T%(#) em (7) necessario conhecer o compor-
tamento de u. com respeito ao parametro €.

4.1 Expansao Assintética

Apresenta-se neste momento a expansao assintotica de u.. Para uma justificativa mais rigo-
rosa das expansoes assintoticas apresentadas, ver [3] e [5].

Para expandirmos u., postula-se um ansatz, e em seguida verifica-se que tal expansao é
suficiente para se determinar as derivadas topologicas de primeira e segunda ordem.

Assim sendo, consideremos o seguinte ansatz:

ue () = u(x) + we (/) + %) + we(x/e) + e*a(z) + e (z). (12)

Expandindo em Taylor u(x) construimos os problemas associados aos termos da expansao (12),
ou seja, we(x/e),u(x),w.(z/e),u(x) e () que sdo, respectivamente, solucoes dos seguintes

problemas
. _ 2 -
div(ge (w:)] = 0 no R div[ge (ii.)] = 0 em Q
de (wE) = _fYEk:vwE no R Qe (’Ije) = _Wskvfbs em Q
We — 0 no oo (13) Qe (ﬁe) n = Sobre 8Q
[we] =0 sobre 9B.(Z) : (16)
lge(we)] - n=4d sobre OB.(Z), /;39 e =0
onde d = k(1 —v)Vu(Z) - n. [a] =0 sobre OB.
[ge(@e)] - mn=f sobre OB,
div[g(@)] =0, em {2,
q(a) = —kVa, em €, onde f = e*(1 — y)kV3u(&)n®.
foi=- ), "
i=— g
Yy) Yo) o=
q(@)-n=—q(g)-n, sobre 00 div([g(@)] = 0_ em
1—~ 1 X R q(a) = —kVa em Q,
onde g 14— u(z) - (z— 1) g(w) -n=—q(h) -n, sobre 9N (17)
~ 7:]/ = - h )
divlge (w:)] =0, no R F2le) a9
QE(QDS) = _’ngiV’lIJg no R2 1_ 1
we — 0, no oo (15) onde h = JiAVVu(i)(x — %) (z —2).
1472z — 2|4
[we] = 0, sobre 0B: v
lge(we)] -m=e sobre 9B,

onde e = —&(1 — 7)kVu(@)n - n.
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Os problemas (13) e (15) possuem solugoes explicitas e a partir destas constroi-se os problemas
(14) e (17) que estao associados ao dominio nao perturbado que sdo resolvidos computacional-
mente. Ja a solucio u. do problema (16) nao contribui para o célculo das derivadas topologicas
de primeira e segunda ordem, gerando assim um residuo na expansao.

Considerando (12) obtém-se a seguinte expansao para o funcional associado ao dominio per-
turbado.

Bxe) = () + 22 /

—u* m 4 u—u* i
[ (w—w)g i)+ 2 /< )b+ )

o0
+e4/ (g+@)? +o(e). (18)
o0

Note que os problemas associados a @ e a & que aparecem na primeira e segunda integral acima
deveriam ser resolvidos para cada ponto Z. Para evitar este custo, de resolver uma EDP para
cada ponto, pode-se substituir esses termos por estados adjuntos que nao dependem do ponto.
Todavia, como a terceira integral envolve um termo quadratico em % nao podemos substitui-lo
por um estado adjunto. Portanto substituindo apenas o termo que envolve @, por um estado
adjunto v solucao de

divlg(v)] = em ,
q(v) = —Wv
qv)-n=2(u—u") sobre 09, (19)
v=_0.
o0

E facil ver, variacionalmente, que v satisfaz

2 [ (w—uyi=— [ g

de forma que podemos reescrever (18) como

IS

v =000+ 22 [ =)o+l |2 [ == [ amyonos [ grar

fl (5) ~~ - f2 (6) ~ ~"~
T(2) T2(2)

+o(e?). (20)

Na figura 3, apresenta-se a solugao exata do problema inverso, a derivada topologica de
primeira ordem e a expansao (20) sem o residuo.

TR

(a) Solugao exata ) Derivada Topologica ¢) Expanséo (20) sem o residuo

Figura 3: Solugao exata a ser encontrada, Derivada Topologica de Primeira Ordem e expansao
(20)
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Observa-se que derivada topoldgica de primeira ordem nao é suficiente para detectarmos a
anomalia, uma vez que ela atinge os valores mais criticos na fronteira (Figura 3b). Considerando a
derivada topoldgica de segunda ordem que consiste de termos nao locais, as referidas discrepancias
sao corrigidas (3c), de forma que funcional associado ao problema perturbado atinge seu minimo
exatamente no centro da anomalia.

Como os dados na fronteira sao conhecidos, o calculo das derivadas é feito apenas para os
elementos do interior do dominio conforme as figuras 3b e 3c.

5 Conclusao

Neste trabalho apresentou-se a determinacao das derivadas topolbgicas de primeira e segunda
ordem para um funcional de forma que mede a diferenga entre os potenciais medidos e calculados
numericamente de uma equagao diferencial parcial. Esta EDP representa o comportamento de
um campo elétrico em um dominio 2 quando este é submetido a um conjunto de fluxo elétrico. A
escolha do funcional de forma adotado deve-se ao fato de que dispomos de informagGes restritas
a fronteira do dominio. Viu-se que a minimizagao deste funcional conduz a solu¢ao do problema
inverso de tomografia por impedéncia elétrica.

Uma forma de tratar esse problema de minimizacao é utilizar o conceito de derivada topo-
logica, o qual foi apresentado na secao 3. A derivada topologica de primeira ordem é utilizada
como direcao de descida na minimizacao do funcional de forma. Porém, esta derivada nao é su-
ficiente para reconstruir a solugao do problema inverso, uma vez que seus valores mais negativos
sao atingidos na fronteira do dominio.

Visto isso, introduziu-se mais um termo na expansao do funcional de forma associado ao
dominio nao perturbado, a saber a derivada topoldgica de segunda ordem que corrige as discre-
pancias na fronteira do dominio apresentadas pela derivada topolbgica de primeira ordem.
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