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Resumo: No artigo presente aproximou-se uma solucdo para a equacdo diferencial parcial de
Richards pelo método dos volumes finitos em duas dimensoes, empregando o método de Pi-
card com maior eficiéncia computacional. Para tanto, foram utilizadas técnicas iterativas de
resolucdao de sistemas lineares baseados no espaco de Krylov com matrizes pré-condicionadoras
com a biblioteca numérica Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc). Os
resultados indicam que quando se resolve a equacdo de Richards considerando-se o método de
PICARD-KRYLOV, nao importando o modelo de avalia¢do do solo, a melhor combinacdo para
resolucao dos sistemas lineares é o método dos gradientes biconjugados estabilizado mais o pré-
condicionador SOR.
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1 Introducao

A engenharia geotécnica é uma das grandes areas da engenharia civil que estuda a interagao
entre as construcoes realizadas pelo homem ou de fendmenos naturais com o ambiente geoldgico,
que na grande maioria das vezes trata-se de solos parcialmente saturados. Como resultado, o
desempenho de obras como estabilizacao, contencao de barragens, muros de contencao, fundagoes
e estradas estao condicionados a uma correta predicdo do fluxo de dgua no interior dos solos,
que pode ser alcancada por meio da resolugao da equacao diferencial parcial de Richards, Eq. 1.

gf:;x(&(w?i)*aay<Ky(w)§§>+i<KZ(¢)?ﬁ)_aK8Zz(w (1)

onde t é o tempo [t]; § é o contetido de umidade volumétrico [L3/L3]; 1 é a carga devida &
pressao [L]; K., Ky e K, sao as condutividades hidraulicas nao saturadas [L/t] nas dire¢oes
espaciais x, y e z [L], respectivamente.

Porém, como a area das regioes a serem estudas com relacao a predicao do fluxo de
adgua sao comumente da ordem de quilometros quadrados, as solugoes dos modelos matematicos
exigem malhas computacionais de grandes proporcoes, ocasionando sérias limitacoes associadas
aos requisitos de memoria computacional e tempo de processamento. A fim de contornar estas
limitacoes, métodos numéricos eficientes devem ser empregados na solucao do problema em
analise. Portanto, métodos iterativos para solucao de sistemas nao lineares e lineares esparsos
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de grande porte devem ser utilizados neste tipo de aplicagdo. Em suma, visto a relevancia
do tema, esta pesquisa aproximou uma solucao para a equagao diferencial parcial de Richards
pelo método dos volumes finitos em duas dimensoes, empregando o método de Picard com
maior eficiéncia computacional. Para tanto, foram utilizadas técnicas iterativas de resolucao
de sistemas lineares baseados no espaco de Krylov com matrizes pré-condicionadoras com a
biblioteca numérica Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc) [12].

2 Modelagem Numérica e Computacional

Pretende-se nesta secao apresentar os conceitos matematicos e computacionais envolvidos
na elaboracao do modelo de aproximacao da solugdo da Equagao de Richards. Para tanto,
considerar-se-a a equacao de Richards baseada em 1), expressa pela Eq. 2.

cw G =5 (K@ 5 )+ g (KW G ) - 5 @)

em que C (¢) = 00/0v¢ [1/L] é a capacidade hidraulica especifica.

Logo, para solucionar-se numericamente a equagao de Richards é imprescindivel conhecer
as relagoes entre o conteido de umidade volumétrico (6), a carga devida a pressdo (¢) e a
condutividade hidrdulica de um solo nao saturado (K), ou seja, f : ¢ — 60, f : ¢ — K e
f:0 — K. Neste contexto, o modelo mais difundido atualmente é de van Genuchten [9], tanto
para K = f(¢) e = f(¢). Cujas relagoes sao dadas pelas Eqs. 3 e 4:

0s — 0,

W)= T T

(3)

(1 (a4 o)
[1+ (a g™

K (¢) = Ks (4)

onde 0, é o teor de umidade volumétrico na saturacao [L?’ / Lﬂ ; 0. é o teor de umidade vo-
lumétrico residual [L?’ / L3]; a ¢é a funcao densidade dos tamanhos poros [L_l] ; e m, n sao
parametros adimensionais do solo, com m =1 — 1/n.

Muito embora, apesar das Eqgs. 3 e 4 serem mais complexas quando comparadas com
outros modelos, elas tem sido vastamente utilizadas em simulagoes numéricas por ajustar melhor
os dados experimentais, acrescido do fato de serem continuas e diferencidveis, além disso por
incorporarem a teoria de Mualen [14] (modelo estatistico de distribuigao de tamanho de poros).
Completando, a capacidade hidrdulica especifica do solo C (¢) pode ser avaliada analiticamente
pela Eq. 5:

_ 90 _
=55 =

0, — 0,
(1 +am )™

C ()

(—mna™)

] "y ()

De outro modo, ao se resolver problemas de fluxo em meios porosos uma caracteristica
fundamental procurada é a observancia da conservagao da massa, requisito essencial para que
a solucao possua coeréncia fisica. Entao, visto que a conservacao das grandezas fisicas no nivel
discreto é uma caracteristica intrinseca do método de volumes finitos (M'VF'), este método foi
escolhido para resolver a equacao de Richards, Eq. 2.
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2.1 Meétodo dos Volumes Finitos

Neste trabalho a obtencao da equacao de discretizacao do MVF para o problema de fluxo
em meios porosos bidimensional transiente foi realizada integrando a Eq. 2, na sua forma
divergente sobre um volume elementar, definido pela malha computacional, Fig. 1, no espaco e
no tempo.

Fronteira N
AXP

Esquina NW ———o Esquina NE
np=j+nz.i
° ° L3 . .
(0,j) (Lj) | (i.j)
i
IN
° ° ] . .
i
Fronteira W 62N ni
ooV L P | e Azp  Fronteira E
W e
sl
625 !
I'\p.:l L] LS L] L]
D | WD)
|
np.:O L] ‘ o L]
(0,0) (1,0) (i,0)
Esquina SW SXW SXE Esquina SE

Fronteira S

Figura 1: Malha computacional

onde P, S, N, W e E sao os nés da malha computacional (centroide do volume de controle); w,
e, s e n sao as interfaces do volume de controle P; nx e nz sdo os nimeros totais de volumes
de controle na diregao x e z, respectivamente; AZ, e AX,, sao as distancias entre as interfaces
(tamanho do volume de controle); e np =i X nz + j é o indice do volume de controle que esta
sendo integrado, para¢t=20,1,...,nx —1ej=0,1,...,nz — 1.

Posto isto, integra-se a equacao governante, Eq. 2, sobre cada um dos volumes de controle
no dominio do tempo e do espago para os volumes internos da malha computacional, Fig. 1, ou
seja, para 1 <i<nr—1lel <j<nz—1, conforme a Eq. 6:

/ttﬂ/sn/:C(w(?:dxdzdt:/ttﬂ/sn/:;c(K(wgf) dzx dz dt+
/ttH/sn[i(K(W%> dz dz dt—
/tt“/sn/: afgiw)da:dzdt (6)

Cujo resultado da integracao da Eq. 6 é dado pela Eq. 7:

Ko@) 09| Ko@) 00| K@) 0v|  Ka(®) 0w|  Crp) v _
AZp 0z|, AXp 0z|, AXp Oz|, AZp 0z|, At B
At AzZp T Azp (7)

onde At é o passo tempo, com t + At =t + 1.
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Duas questoes importantes que se poem no presente momento sao: o nivel de tempo que
sera avaliada a varidvel 1; e como calcular as derivadas nas faces (w, e, s, n) do volume de
controle P. Para a primeira questao adota-se um esquema de interpolacao temporal totalmente
implicito, que é incondicionalmente estavel do passo temporal. Isto quer dizer que o tamanho
do passo de tempo nao interfere na resolucdao da equacao diferencial, assim a variavel i serd
avaliada em ¢t + 1. Com relacao ao segundo ponto, ao calcular-se as derivadas nas faces do
volume de controle (w, e, s, n) na Eq. 7, considera-se um esquema de diferencas centrais, pois é
razodavel escolher uma funcgao linear entre os pontos nodais obtida através da expansao da série
de Taylor, desprezando-se os termos de segunda ordem ou superior.

Entao, levando-se estas consideragoes na Eq. 7 chega-se a Eq. 8:

B Kt+1( t+1) ¢t+1 Kt—H( t+1) wt—&-l K;H_l( Z—l—l) N Kfj_l( Z}—i—l) N
AZp6Zs AXp 6 Xy AZp6Zs AXp 6 Xy
K E) | KEE) O W e (KDY
AXpdXp AZpdZn At AXpioXE
: (K <wz+l>) g O v KR ) K )
AZpdZn At AZp AZp

A Eq 8 pode ser definida como a equagao algébrica discretizada do fenomeno de fluxo bidi-
mensional de 4gua num meio poroso, valida para os volumes internos da malha computacional,
Fig. 1. Podendo ser escrita de maneira mais simplificada conforme a expressao indicada pela
Eq. 9:

7AS,¢15+1 A ¢t+1+A ¢t+1 AE¢%}+1 A ¢t+1 (9)

Porém, é importante que se diga que o resultado da integracao da equacao de Richards,
dado pela Eq. 9 também pode ser véalido para os volumes localizados nas fronteiras do dominio,
desde que se respeite, as condigoes de contorno fixadas pelo modelo matemaético.

Uma questao importante diz respeito ao calculo da condutividade hidrdulica nas inter-
faces K (vs), Kp (vn), Ky (vw) € K¢ (ve). De maneira geral, elas podem ser calculadas pela
média ponderada, média harmoénica ou média geométrica. Neste trabalho optou-se pela média
geométrica tal como proposto por Haverkamp e Vauclin [10] e Vasconcellos e Amorim [2].

Ky (40) = VEN (un) Kp (vp) K (vs) = VKp (vp) Ks (vs) (10)

Ku (40) = VEp (vp) Kw (bw)  Ke(ve) = VKg (ve) Kp (¢r) (11)

Para concluir o problema de predicao do fluxo de d4gua em meios porosos deve-se resolver
a Eq. 9 para todos os volumes de controle da malha computacional. Neste sentido, a literatura
indica que o método mais utilizado é o método de aproximagoes sucessivas de Picard [8]. Con-
tudo, como o problema que esta sendo resolvido é nao linear, a solucao da Eq. 9 linearizada d&
origem a um sistema linear de equacgoes algébricas representadas pela Eq. 12:

A(™) " =b (™) (12)

onde A (1) € RN x RN, enquanto b () e ¢» € RY; onde N é a dimensdo dos vetores e m o nivel
de iteragao; também observa-se que A (¢) e b (1)) s@o fungoes da varidvel ¢ a ser determinada.
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Uma vez que normalmente o niimero de linhas da matriz A (1) é igual ao niimero de nés do
sistema de discretizacao espacial e, levando-se em conta que o nimero de nés pode ser da ordem
de dezenas de milhares para uma aplicagao em duas dimensoes e da ordem de milhoes para uma
aplicacdo tridimensional e considerando-se que a matriz A~! () precisa ser determinada diversas
vezes durante o processo de obtencao da solucao, indubitavelmente solucionadores eficientes
devem ser empregados. Em suma, visto que a resolugao da Eq. 12 é a parte que consome o
maior tempo de processamento, procedimentos iterativos devem ser adotados.

Por fim, pelos fatos evidenciados anteriormente e considerando que as técnicas iterativas
mais modernas de resolucao de sistemas de equacoes algébricas lineares sao os métodos do
subespago de Krylov (KSP) combinados com matrizes pré-condicionadoras (PC) [3], o foco
deste trabalho fundamentou-se em responder o seguinte questionamento:

Qual método de resolucao de sistemas de equacgdes algébricas lineares do subespaco de
Krylov pré-condicionado que, acoplado as técnicas de Picard, € mais eficiente numérica e com-
putacionalmente na solugdo da equacdo de Richards?

A resposta por sua vez nao foi encontrada na literatura, apesar de existir algumas tenta-
tivas neste sentido.

3 Validacao do Cdédigo Computacional

Para validar o cédigo computacional foram resolvidos alguns problemas classicos da lite-
ratura, a saber: Haverkamp et al. [11], Phoon et al. [7], Vasconcellos [2], Celia et al. [8] e Juncu
et al. [5]. Igualmente foram utilizadas as solugdes semi-analiticas de Philip [6], Warrick’s et al.
[1] e Tracy .

Em virtude dos resultados das simulagoes numéricas realizadas, conclui-se que o modelo
numérico proposto modela bem problemas de curta infiltracao e de longa duragao. Por fim,
considera-se que o programa computacional desenvolvido para resolver a equacao de Richards
baseada em 1) em duas dimensoes espaciais, a Eq. 2, estd validado.

4 Resultados e Discussoes

Os casos simulados propostos constituem-se basicamente de dois problemas de infiltracao
em perfis de solos homogéneos, no qual as especificagoes das propriedades hidraulicas foram
obtidas em Bunsri, Sivakumar e Hagare [13].

Solo Ks (em/s) Or 0s alem™1) n A
Topsoil 1,83889 x 1074 | 0,04 | 0,42 0, 0249 1,6740 | 1,1045
Sand 1,79611 x 1073 | 0,07 | 0,30 0, 0446 2,1636 | 4,2424

Tabela 1: Valores dos parametros das amostras de solo de Bunsri, Sivakumar e Hagare [13].

O primeiro problema a ser simulado, designado por IA, considera a infiltracdo de agua
numa coluna com dimensoées L, = 100cm e L, = 10 cm, preenchida com o solo topsoil (vide
Tab. 1), onde a condigao inicial e as duas condigoes de contorno do tipo Dirichlet sao fixadas
pela Eq. 13:

¥(z,0) = =700,0 cm, 0<z<100cm
¥(0,t) = —10,0cm, t>0 (13)
$(100,¢) = —700,0cm, t>0

sendo que o fenémeno fisico IA foi investigado durante um periodo de tempo de 6 h.
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O segundo problema, nomeado de IB, considera o dominio de fluxo um quadrado com
L, =100cm e Ly = 100 cm e o solo Sand, no qual os parametros hidraulicos estdao definidos na
Tab. 1. As condigoes iniciais e de contorno sao estabelecidas pela Eq. 14:

t=0, 0(x,2,0)=0,111

=0, 0(z,0,t) = 0,300

z=1L,, 6(x,L,t)=0,111 (14)
z=0, 0(0,21) = 0,300

x =Ly, 6(Lgz1t)=0,111

onde o fluxo de agua foi medido para um periodo de tempo de 6 min. Como forma de ilustragao
a Fig. 2 retrata a evolugao das frentes de molhamento do problema IB em diferentes tempos.
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Figura 2: Evolucao do teor de umidade volumétrico do experimento IB

Os resultados numéricos obtidos na simulacdo dos problemas IA e IB indicam que:

1. O tipo de solo e as condicoes fisicas impostas podem influenciar o desempenho das com-
binagoes PICARD-KRYLOV-PC;

2. A solucdo do modelo de fluxo, independentemente dos modelos constitutivo acoplado,
para ser resolvido em tempos computacionais aceitaveis, o sistema linear deve ser resol-
vido obrigatoriamente pela combinacdo KSPBCGSxPCSOR (Gradientes Biconjugados
estabilizado mais o pré-condicionador SOR), uma vez que, para todos os testes realizados
esta combinacao esteve presente entre os melhores resultados;

3. Por outro lado, caso o modelo de fluxo seja resolvido apenas com as equacoes de van Genu-
chten, a escolha apropriada da combinacao PICARD-KRYLOV-PC deve ser a KSPCG x
PCSOR (Gradientes Conjugados mais o pré-condicionador SOR).

4. O fator determinante do tempo necessario para encontrar a solu¢do da EDP de Richards,
nao é o numero total de sistemas lineares resolvidos por passo de tempo, mas sim a veloci-
dade de convergéncia do sistema linear a cada iteragao. Neste sentido, o pré-condicionador
SOR dentre os pré-condicionadores testados é o que melhor realiza a tarefa de aumentar
a velocidade de convergéncia dos sistemas lineares;
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5. A combinagdo PICARD-KRYLOV-PC dada por KSPCGNExPCBJACOBI (Gradientes
Conjugados baseado nas Equagoes Normais mais o pré-condicionador bloco Jacobi) é a
que apresentou os resultados menos satisfatérios, portanto inviabilizando a simulacao de
problemas de fluxo, independentemente dos modelos empiricos de Haverkamp et al. ou de
van Genuchten;
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