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Resumo: Fste trabalho resolve a cinemdtica posicional de robés manipuladores utilizando um
método iterativo proveniente da dlgebra dos quatérnios e das convengoes do método de Denavit-
Hartenberg. Serao explicadas as condigoes necessdrias para que as rotagdes sejam executadas
por uma multiplicacao simples de quatérnios ao invés do modo mais conhecido que utiliza uma
multiplicacdo conjugada. O método iterativo apresentado utilizard a multiplicagdo simples de
quatérnios, despendendo, portanto, menos operacgoes que as abordagens tradicionazis.
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1 Introducao

A cinemética posicional de robos estuda a posicdo e orientacdo de robds, relacionando os
parametros das juntas atuadas com a posicao e orientagao do efetuador, abreviado por pos-
tura do efetuador. Os parametros das juntas atuadas sao os angulos de rotagao e distancias de
translagdo das juntas. A cinemadtica posicional é dividida em dois subproblemas: cinematica
direta, onde os parametros das juntas ativas sdo dados e estuda-se a postura do efetuador; e ci-
nematica inversa, onde a postura do efetuador é conhecida e o problema consiste em determinar
os parametros das juntas atuadas para que se obtenha tal postura.

Tradicionalmente, a cinemética posicional é obtida pelo método de Denavit-Hartenberg [12],
mas a utilizagao de quatérnios e quatérnios duais neste contexto vem crescendo ao longo das
ultimas cinco décadas. As definicoes, operacoes e propriedades das dlgebras dos quatérnios e
dos quatérnios duais surgem de uma &lgebra mais geral, a dlgebra de Clifford [9].

Um dos primeiros trabalhos incluindo quatérnios na cinematica é atribuido a Yang e Freu-
denstein [17]. Depois dele vérios trabalhos surgiram utilizando quatérnios e quatérnios duais.
Na cinemdtica inversa [2], no problema das singularidades [14], na computacao grafica [13] e
teoria de curvas [7], no planejamento de trajetéria [4, 3], dindmica [15]. Em [1] observam-se
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comparacoes entre métodos matriciais e quaternianos para resolver a cinemaética posicional de
robos. Consideragoes computacionais relacionadas a utilizacao de quatérnios podem ser vistas
em [10, 11]. Para o estudo da cinemdtica posicional sugerimos [12]; para quatérnios [5, 8, 6] e
[9].

Baseando-se nas leituras citadas, principalmente em [1, 10, 9], desenvolvemos a cinemética
posicional de robos utilizando a dlgebra dos quatérnios e as convengoes do método de Denavit-
Hartenberg. Com os parametros de DH sao definidos os operadores quatérnios de rotacao que,
por sua vez, resolvem a cinemdtica utilizando-se de um modelo computacional iterativo.

Para isto, o trabalho estd organizado da seguinte forma: na Secao 2 sao apresentados a
algebra dos quatérnios e o operador quatérnio de rotagao. Ainda nesta secao sdo apresentadas
uma correspondéncia matricial com os quatérnios que facilita a implementacao da algebra dos
quatérnios, e uma forma mais econdmica para as rotagoes. Na Secao 3 o método proposto é
detalhado. Para exemplificar a aplicabilidade do método dois exemplos simples sao apresentados.
A Secao 4 foi reservada para algumas consideragoes finais.

2 Algebra dos Quatérnios e as Rotacoes

Os quatérnios sao elementos formados pela soma de escalares com vetores tridimensionais,
aludindo-se a relacao tempox espaco. A parcela escalar de um quatérnio pode ser pensada como
o eixo do tempo enquanto que a parcela vetorial, o espaco tridimensional [16]. O conjunto dos
quatérnios encorpado de duas operagoes, adicao e multiplicagao, forma uma algebra associativa,
nao comutativa, sem divisores de zero, denotada por H, e que contém as algebras R e C .

Os quatérnios ganharam forma com Sir William Rowan Hamilton em 16 de outubro de 1843,
quando ele descobrira a resposta para o problema que o atormentava: ¢j = k. Um quatérnio é
um elemento abstrato que relaciona o tempo e o espaco, dado por

g=w+zit+yj+tzk=w+v,

onde w € R representa o eixo escalar, correspondente ao tempo, e v = [z y z]T € R? representa
0 espago. i, j, k sdo as unidades quaternianas valendo-se das propriedades

i
P=2=k=ijk=—1 @}
k
v

J

Sc(q) := w é dita a parte escalar (real) e Ve(q) := v a parte vetorial (imaginaria) do quatérnio g.
Se v =0, entao ¢ = w é dito quatérnio real, enquanto que se w = 0, entdo ¢ = v é dito quatérnio
puro. Neste caso o quatérnio corresponde aos vetores de R3. Observe que pelas propriedades
supracitadas decorre que i j =k, jk=14, ki =3, ji=—k, kj=—ietk = —j.

Uma forma conveniente de representar um quatérnio é dada observando-se que um quatérnio
q € H pode ser associado a um elemento de R?*, de modo que cria-se o seguinte mapeamento
bijetivo:

=w+zityjt+zkeHl¢— q= [w Ty Z]T€R4.

Além disso, a aplicagao 1 : H — My (R) definida por

wooxr Yy oz
. . |l ow -z oy |
Y(w+zityj+zk)= s ow —a = [qlr (1)

-z -y x w

¢ um homomorfismo injetivo entre H e M4(R). Com essa representagao e a definicao da multi-
plicagao de H (segao 2) fica facil implementar a dlgebra dos quatérnios.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0192 010192-2 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0192

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

2.1 Algebra dos Quatérnios

Considere wg, T, Yy, 2 numeros reais, k = 1, 2. Para os quatérnios

qQ=wi+z1i+yj+z2k=w +vy,
Q2 =wo + T2l + Y2+ 20k = wa + v,

a algebra dos quatérnios é estabelecida mediante as seguintes definicoes:
1. Igualdade: 1 = g2 & w1 = we,T1 = Ta, Y1 = Y2, 21 = 22.
2. Adicao: ¢1 £ g2 = (w £ wa) + (v £ va).
3. Multiplicagao por escalar: cqy = cw +cv, VceR.
4. Multiplicacao:

Qg2 = (w1 + w10 +y1J+ 21 k) (w2 + 220 +y2) + 22k)
= Wiw2 — T1x2 — Y1Y2 — 2122
+ (z1w2 + w122 — 21Y2 + Y122)0
+ (y1we + 2122 + w1y2 — T122) ]
+ (z1w2 — y122 + T1Y2 + W122)k.

Computacionalmente, a multiplicagdo entre quatérnios pode ser definida utilizando-se o
homomorfismo em (1). A saber, qi1q2 = [q1|r[¢2]r ou, também, ¢qiq2 = [q1]rg;. Nao
obstante, analisando-se os termos da multiplicagdo de quatérnios estabelece-se a forma
vetorial, util nos desenvolvimentos tedricos,

g1g2 = WiWo — V1 - Vo + W1Vy + W9V] + V1 X Va.

Em particular, para quatérnios puros, wq; = wg =0 e
ViV = —V1 V3 + V] X Vg, (2)

estabelece a relacao entre o produto de quatérnios com os produtos interno e externo usuais
de R3. Ainda para quatérnios puros,

vive+vavy = —2(vy-va), (3)
ViVy — VoVv] = 2(v1 X Vg). (4)

5. Conjugado: ¢* =w — v.

2

6. Norma: ||q||*> = q¢* = ¢*¢ = w? + 2® + y?> + 2> € R. Um quatérnio é dito unitario se

lall = 1.

7. Inverso: qq~ 1 qa*

! = q* <~ HQH2q_1 = q* <q = Mal

1

PR

=qlg=1m & q*qq”

2.2 Rotagoes por Quatérnios

O grupo dos quatérnios unitarios
HU(1) = {q € H; [j¢ = 1}

constitui o conjunto dos quatérnios responséveis por executar rotacoes em R3. De fato,

qGHU(1)<:>q:cosg+ <sen§>s
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onde s = [s; s, s:|T é o vetor unitdrio que representa o eixo de rotagdo e § a magnitude da
rotacdo. Se r € R? é codificado como um quatérnio puro, isto é, € = 0 +r, entdo a rotacdo de r
¢é dada pela multiplicacao conjugada

£ =q&q".
Contudo, a rotacao de r altera somente a componente de r que é perpendicular a s — veja a
Figura 1. Em termos das componentes,

qr|q- =ry,

ari ¢ =¢r,.

R*(s )

Figura 1: Agao da rotacdo de um vetor r via quatérnios.

Portanto, para r | s, a rotacao via quatérnios pode ser estabelecida pela multiplicacao
simples
§=q¢ €£=0+r. (5)

Porém neste caso o quatérnio responsavel pela rotacéo é definido por
q = cosf + (sen0)s. (6)

De fato, ser L s, entdo & = q€q* =q(0+r1)¢* = ¢*(0+ry), em que

6 0 0 0
2 _ _ — — =
q“ = [cos 5 + <Sen 2> s] [cos > + <Sen 2> s} cosf + (sen ) s.

Observe que, conforme a Equacio (2), s> =ss = —1.

O método proposto contempla a propriedade r 1 s em todas as ocasioes, valendo-se das
rotagoes dadas por (5), com o quatérnio de rotagao dado em (6).

3 Cinematica Iterativa via Quatérnios

Considere um robd manipulador composto por n juntas rotativas ou prismaticas, modelado pela
convencao de Denavit-Hartenberg. O método consiste em transformar os sistemas de coordena-
das incorporados as componentes do robd de modo que a composicao das transformacgoes resulte
na configuragao final do efetuador, denotado por P = (B,r), em que B = Ozyz = {u,v,w},
u=0z,v=0yew=0-z.

Basicamente, a transformacao do frame ¢ — 1 para o frame ¢ é estabelecida seguindo-se as
etapas [12] — veja a Fig. 2:

1. Rotacdo de Ox;_1 com magnitude 6; em torno de Oz;_1;
2. Translacao da origem O;_1 com magnitude d; ao longo de Oz;_1;

3. Rotagao de Oz;_1 com magnitude o; em torno de Ox;;
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Figura 2: Esquema de deslocamento dos eixos que representam a configuragdo do robo.

4. Translagao da origem O} com magnitude a; ao longo de Oz;.

A n-ésima iteragdo resultard no sistema de coordenadas do efetuador B, isto é, u = x,,
v=y,ew =z,. Aorigem de B revela a posi¢ao do efetuador, e é estabelecidas pela composicao
das etapas 2 e 4.

A utilizacao de sistemas de coordenadas ortogonais garante que as etapas 1 e 3 sejam dadas
por

=21 e 6 ="qi"6,
onde & =0+ x;, 7#& = 0+ 2z; representam os eixos diretores dos sistemas de coordenadas B;
incorporados ao robo, e que ?q; e Tq; representam os operadores de rotacao em torno dos eixos
Oz e Oz, respectivamente, definidos incorporando-se os parametros de DH em (6). Isto é:

?q; =cosb; + (senb;)z;—1 e “q =cosa;+ (sen ;) X;.

Além disso, pela ortogonalidade entre os eixos dos sistemas de coordenadas, y; = z; X X;.
Por fim, a composicao das etapas 2 e 4 é dada pela iteracao

"&G="8G1+di"6-1 +a; U, (7)

em que " = 1+ 1r; é o quatérnio que codifica o vetor posicdo r;. A i-ésima iteracdo resulta
a configuragao da i-ésima junta, P; = (B;,r;), enquanto que na n-ésima iteragdo P = (B,r) é
revelado.

3.1 Resultados
Nesta segao foram utilizadas as abreviagoes: ¢ = cosf, s = senf, 0ij = 0;+0; e 0ij = 0, — 0;.

Considere o robé RRR planar. R
representa uma junta rotativa. Veja
a Figura 3. Para®¢y=[0 1 0 0]7
e =1[0 0 0 1]7, as iteracoes 1,

¥
(% 3
N . ~ \Re “ 05 2 a
2 e 3 levam as seguintes solugoes: ‘ 4\W 3 l ; 3
xo\ /

Figura 3: Rob6 RRR planar.

0 0 0 0 0 0

e _ |cOi| .. |0 ve _ |cOi2| .. |0 e _ |cOi23| .. |0
51 - S91 ) 51 ~lol- 52 = 8012 ) 52 ~ ol 53 = 89123 ) 53 ~ o
0 1 0 1 0 1
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O eixo v; (1 = 1,2,3) é definido pelo produto externo: v; = #&(2 : 4) x *&(2 : 4). Para a
posic¢ao, as iteragoes retornam

1 1 1
re, = aict re, = aicOi + azcbia re, = aic By + azc 012 + azc 123
! aisb |’ 2 a1s01 + assbia |’ 3 a1s 01 + azs 012 + ags 123

0 0 0

Observe que as iteragoes revelam as posicoes das juntas do robo.

Considere o rob6 SCARA. R e
C representam juntas rotativas e

z
cilindricas, respectivamente. Veja a ; Y0 '
Figura 4. Para®¢ =0 1 0 0]7 e | 7 i 02
=100 0 0 — 1], as iteragoes 1, LRl\fo“t - o
2 e 3 levam as seguintes solugoes: 1 RJ ‘ 1
. as
ds
Figura 4: Robdé RRC.
0 0 0 0 0 0
T . C91 P o 0 T . C912 P . 0 T o 09123 P . 0
&= s, | G=1y "= SO | &= | e “&3= SO | &=\
0 1 0 -1 0 -1

O eixo v; (i = 1,2,3) é definido pelo produto externo: v; = #&;(2 : 4) x #&(2 : 4). Para a
posicao, as iteragoes retornam

1 1 1
re, = aictq re, = aicOy + azc iz re, = aycOi + axc b
! aisbti |’ 2 a1801 + ass b1 3 a1801 + ass b1
0 0 —ds3

Observe que as iteragoes revelam as posigoes das juntas do robd. A ultima iteragdo resulta na
posicao do efetuador, codificada no quatérnio "&s.

4 Conclusoes

Este trabalho apresentou um método iterativo para resolver a cinematica posicional de robds
manipuladores. O método foi desenvolvido utilizando-se a dlgebra dos quatérnios e os pressupos-
tos da convencao de Denavit-Hartenberg. Também foi explicado em que condigoes as rotagoes
via quatérnios podem ser executadas por multiplicacao simples, £ = ¢ &, economizando um pro-
duto quaterniano em cada iteragao, reduzindo o niimero de operacoes para a metade, quando
comparado as rotacoes por multiplicacao conjugada, & = ¢ & g*.

Quando comparado com o trabalho de Aspragathos e Dimitros, o método apresentado é
computacionalmente ainda mais vantajoso, ja que utiliza quatérnios ao invés de quatérnios
duais para determinar a configuracao de um robo.

Os exemplos, mesmo que simples, mostram a facil aplicabilidade do método apresentado. Os
problemas mais desafiadores serdao os objetos das investigagoes futuras.
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