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Resumo: Neste trabalho, derivou-se uma abordagem alternativa ao problema de autovalores as-
soctado a solugcao de um problema bidimensional de transporte de particulas em geometria carte-
siana, definido em um dominio retangular, contendo fonte de néutrons isotrépica. A abordagem
baseia-se no uso de esquemas nodais juntamente com a aplicacdo do Método de Ordenadas Dis-
cretas Analitico (ADO). O esquema nodal € definido em todo o dominio do problema e o método
ADO € aplicado para desenvolver solugcoes para as equacgoes integradas. Tal metodologia combi-
nada com o ordenamento das direcoes das particulas, reduz a metade a ordem dos sistemas de
autovalores associados, quando comparada a outras abordagens existentes na literatura. Aqui,
a estrutura da matriz, no caso de problemas isotopicos, € utilizada para reescrever o problema
de forma ainda mais simplificada, como perturbacao de uma matriz diagonal, que por suas
caracteristicas inerentes, possibilita ainda maior ganho e eficiéncia computacional.

Palavras-chave: Andlise espectral, Método de ordenadas discretas analitico, Transporte de
particulas

1 Introducao

O método de ordenadas discretas analitico (ADO), proposto por Barichello e Siewert [5],
tem sido utilizado com sucesso para resolver de forma concisa e precisa problemas de transporte
(2, 3, 4, 10, 13, 14, 15]. No caso de problemas muldimensionais, associado com esquemas nodais
[1, 6, 11], nao requer o uso de esquemas iterativos e nem a divisao do dominio em células, devido
a caracteristica analitica da abordagem utilizada. Além disso, o célculo de autovalores ocorre a
partir de sistemas de ordem reduzida e a solucao pode ser escrita de forma explicita na varidvel
espacial. Assim, em termos de comparacao com outras abordagens que também utilizam o
método de ordenadas discretas, o fato de se ter um problema de autovalores de ordem reduzida,
contribui para uma formulagao mais eficiente do ponto de vista computacional.

Neste trabalho, diferentemente das abordagens desenvolvidas anteriormente, realiza-se a
analise espectral das matrizes associadas ao problema de autovalores, obtidas a partir da solugao
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de problemas bidimensionais de transporte de néutrons, rederivando o problema na forma de
uma matriz perturbacao de matriz diagonal.

2 Solugao em ordenadas discretas analitica na variavel x

Considera-se um problema bidimensional de transporte de néutrons, homogéneo, em
geometria cartesiana bidimensional, definido em uma regiao retangular R, [0,a] x [0,b], com
espalhamento isotrépico, um grupo de energia e com presenca de uma fonte isotrépica Q(z,y)
definida no retangulo [0, as] x [0, bs| dentro de R.

Neste contexto, escreve-se a equacgao bidimensional de transporte em ordenadas discretas
para o caso isotrépico [9]

M
0 0 Os
k=1

para i = 1,...,M, com M = N(N + 2)/2, de acordo com o esquema de quadratura simétrica
de nivel [9], onde N refere-se a ordem da quadratura e w; sdo os pesos associados as diregoes
Q; = (pi,m;). Além disso, x e y sdo as componentes do vetor espacial, Q(z,y) é o termo fonte de
néutrons, o; e os sao, respectivamente, secao de choque macroscépica total e de espalhamento.

Objetivando analisar a equacao para a direcao z, optou-se por ordenar o conjunto de diregoes
(w;i, ;) de forma que para os indices i = 1, ..., M/2 as diregoes tenham a coordenada p; > 0,
conforme estd esbocado na Figura 1.

Figura 1: Escolha da numeracao das diregoes para N=4

Considerando-se a ordenacao das direcoes apresentada na Figura 1, e utilizando os funda-
mentos dos métodos nodais para obter as equagoes unidimensionais na variavel x, integra-se a
equagao (1) em todo y sendo escrita na forma

iy e, ) [0, 920) — (a0, 9] + 0y, ) =
M2
Os
Qy(@) + D wk [ Uy (@, Q) + Uy (2, Qiagn)] (2)
k=1
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d it M /2
— Mi%\lly(x’ﬂi+M/2) + M/ [\If(l‘,b, Qi+M/2) - \I/(IE,O, QH'M/Q)] +
M2
o1 Wy (2, Qi pry2) = )+ = Zwk (2, Q) + Uy (2, Qg nrfo)] . (3)
comi=1,....,M/2, onde
1 b
e
1 b
= b/ Q(z,y)dy. (5)
0

Objetivando-se resolver a parte homogénea das equagoes unidimensionais (2) e (3) através
de um sistema de autovalores, buscam-se, conforme [10, 14], solugdes na forma

Uz, Q) = &y (v, Q)e /", (6)

Substituindo, entao, a equacao (6) nas versoes homogéneas das equagoes (2) e (3), obtém-se

M2
ljj(I) (v, ) + 0Dy ( =2 Zwk (v, Q) + Py (v, Qe pr2)] (7)
(§]
N oy
Vl‘b (v, Qi nrg2) + 0@y (v, Qi ary2) = Zwk (v, Q) + Dy (v, Qpgpr/2)] (8)

parai=1,...,M/2. As equagoes (7) e (8) podem ser escritas como

1
MO, (1, ) = (W 8) &, (1, ) + Wb, (1, is110) ©)
e
1
para i = 1,...,M/2, onde S é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sao as

constantes oy,

M = diag{pa, p2, - - -, par/2} (11)
e
.o Os
Wi, j) = . (12)
Adicionando e subtraindo as equacoes (9) e (10) e considerando
Uy (v, Qi) = @, (v, i) + @y (v, iy p1/2) (13)
obtém-se
1
(D -28sM'"WM ') MU, = —-MU,, (14)
v
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ot (2] - ]}

Multiplicando a equagao (14) por uma matriz diagonal T representada por

onde

1 2 1 2 1/2
T = diag{w, / / , - &/2} (16)
obtém-se
p— v 1 v
(D-28)X = 5X (17)
onde
E=SM'TwT M (18)
€
X = TMU,. (19)

Os elementos da matriz T foram definidos de forma a tornar a matriz & simétrica. Desta
forma, o problema de autovalores pode ser escrito na forma

(D - %ZZT) X =X (20)
com A =1/v2e
T
= |t () (1 mag)eyls) (21)

A forma do problema de autovalor definido na equagao (20) é obtida quando aplica-se o
método “divide and conquer” [7] em matrizes tridiagonais. Encontrados os autovalores, impoe-
se em (7) e (8) a condic@o de normalizagao

M2

Zwk (v, Q) + By (1, Dy pr0)] = 1 (22)
e assim é possivel escrever de forma explicita, observando que a escolha da quadratura deve
garantir que o denominador seja diferente de zero,

o5V

P Q)=—— 23
y(l/’ ) 4(0'157/ _ Mz) ( )
e
osV
d Q, = 24
y(V» Z+M/2) 4(UtV+Mi)’ ( )
comi=1,...,M/2. Escreve-se a solugao em ordenadas discretas para a diregdo z como
M2
‘ll}yL(l‘) Ql) = Z |:A](I)(Vja Qi)eix/yj + Bj(I)(Vja Qi+M/2)ei(a7x)/Vji| ) (25)
j=1
M2
‘I’Z(I, Qipny2) = Z [Aj‘b(Vja Qi+M/2)€_x/Vj + B;®(vj, Qi)e_(a_x)/yj} (26)
j=1

para i =1,...,M/2, x € [0,a]. As constantes A; e B; sao determinadas a partir de um sistema
linear, considerando as condicoes de contorno do problema, e as constantes de separacao v; sao
calculadas a partir dos autovalores obtidos da solugao de (20).
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3 Solucao em ordenadas discretas analitica na variavel y

Da mesma forma, objetivando analisar a equagao para a direcao ¥y, optou-se por ordenar o
conjunto de diregoes (w;, ;) de forma que para os indices i = 1, ..., M/2 as diregdes tenham a
coordenanada n; > 0, conforme estd esbocado na Figura 2.

Figura 2: Escolha da numeracao das diregoes para N=4

Considerando-se a ordenacao das direcoes apresentada na Figura 2 e utilizando os funda-
mentos dos métodos nodais para obter as equagoes unidimensionais na varidvel y, integrou-se a
equagao (1) em todo x, obtendo-se

d i
ni@wx(ya Q;) + % W(a,y, Q) —V(0,y, Q)] + 0 W (y, Q) =

M/2
Quly) + 22 D wi [Taly, ) + Valy, Rurnr)], (27)
k=1

HivM/2

(¥ (a,y, Qi arja) — V(0,4 Qi ar0)] +
M2
Os
otV (Y, Qigrr2) = Qu(y) + 1 Z wi [V (y, Q) + Vo (y, Qpraag2)] . (28)
k=1

d
o (y, Qigar/2) +

_Wi@

parai=1,...M/2 e

1 a
\Ijx(ya Q) - / \I/(l', Y, Q)dd}, (29)
aJo
1 a
Q)= [ Qs (30)
0
Realizando processo andlogo ao descrito na secao anterior, obtém-se o seguinte problema de
autovalores
(E - Ut;s VVT) Y =Y, (31)

com \ = 1/12,

sl 2] 2 - ]}
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T

1/2 1/2 1/2
v=[@mel? Wml? o i) (33)
e
Y = TMU,. (34)
Impondo-se a condicao de normalizagao
M2
> wi [a (v, Q) + P (v, Qpgasy2)] = 1 (35)
k=1
tém-se
OV
D, (v, )= ——, 36
(v, ) How — ) (36)
sV
(DSC 791' — 9 37
(V +M/2) 4(O'tl/ + 777,) ( )
comi=1,...,M/2. A solugdo em ordenadas discretas para a dire¢do y pode ser escrita como
M2
\Ifg(y, Qz) = Z [qu)(l/j, Qi)e_y/yj + D]'(I)(I/j7 Qi_‘_M/Q)e_(b_y)/Vj} s (38)
j=1
M2
Ul (y, Qi 00) = Z [Cj‘I)(VjaQi+M/2)€_y/Vj + D;®(vj, Qi)e_(b_y)/yj} (39)
j=1

parai=1,...,M/2, y € [0,b]. As constantes de separac@o v; sao obtidas a partir dos autovalores
obtidos da solucao de (31) e as constantes Cj e D; sao determinadas a partir de um sistema
linear, considerando as condic¢bes de contorno do problema.

4 Comentarios Finais

O uso da andlise espectral permitiu, além de escrever as solugoes elementares do problema
de ordenadas discretas de forma explicita, diferentemente de abordagens anteriores, obter um
problema de autovalores mais simples. Pela sua natureza, tal sistema pode ser resolvido numeri-
camente de forma mais eficiente [7, §].

Normalmente, problemas de autovalores associados a formulagbes baseadas no método de
ordenadas discretas sao da ordem M. O emprego do Método ADO possibilita a redugao de
tais sistemas a ordem M /2. No entanto, a formulacao apresentada aqui, reduz o problema de
autovalores obtido pelo Método ADO (ordem M /2) ao caso mais simples do que de matrizes
tridiagonais simétricas, representando relevante ganho em eficiéncia computacional, o que em
problemas multidimensionais é questao significativa.

Resultados obtidos a partir desta abordagem para os problemas de autovalores foram ve-
rificados, confirmando os ja obtidos na Ref. [12], sendo obtidos com redugao relevante de
tempo computacional. Objetiva-se, agora, utilizar as solugoes elementares para determinacao
dos fluxos angulares e avaliar quantidades de interesse, como o fluxo escalar, completando a
solucao do problema bidimensional.
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