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Resumo: O numero de Ramsey multipartido (cardinalidade das classes) em bicoloragoes foi
introduzido por Day, Goddard, Henning e Swart em 2001. Em 2004 Burger e van Vuuren sis-
tematizaram e formalizaram problemas extremais associados a classe de grafos multipartidos.
Neste trabalho estendemos esta variante do nimero de Ramsey para um numero arbitrdrio de
cores. Propriedades de crescimento, conexdes com a teoria de Ramsey cldssica, limitantes infe-
riores e superiores foram obtidos.
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1 Introducao

Seja K, o grafo completo com r vértices. Dados inteiros positivos n; > 2 € ng > 2 lembramos
que o célebre nimero de Ramsey r(n1,n2) denota o menor natural r tal que toda bicoloragao das
arestas de K., usando as cores vermelho e azul, apresenta cépia vermelha de K, ou cdpia azul
de K,,. Determinar os nimeros de Ramsey tem sido um grande desafio na teoria dos grafos.
De fato, somente sdo conhecidos alguns valores exatos deste nimero: 7(2,2) = 2, r(3,3) = 6,
e r(4,4) = 18, mas r(5,5) ainda é um problema aberto. Desde o artigo de Ramsey em 1930,
algumas contribuigoes tem se concentrado em determinar limitantes superiores e inferiores, por
exemplo, 43 < r(5,5) < 49. Tabelas atualizadas dos limitantes estdo disponiveis em [11].

Muitos conceitos, variantes e extensoes foram introduzidas com o intuito de ajudar no calculo
dos ntumeros de Ramsey: nimero de Ramsey bipartido, niimero de Ramsey generalizado, etc
(veja [7]). Para a nossa proposta, mencionamos a seguinte extensao: o nimero de Ramsey mul-
ticolorido r(nq,...,nk) é o menor natural r tal que toda k-coloracao de arestas de K, apresenta
pelo menos uma cépia monocromatica de K,,, na cor ¢, para 1 < i < k. Se n; = n para todo 1,
este numero é denotado por r(n; k). Por exemplo: r(3;2) = r(3,3) = 6, o valor tinico conhecido
de um multicolorido nimero Ramsey classica é 7(3;3) = r(3,3,3) = 17, e 51 < r(3;4) < 62,
conforme [11].

Em particular, Day, Goddard, Henning e Swart [5] estudaram coloragoes de grafos com
mais de duas classes. Eles introduziram o Numero de Ramsey Multipartido (cardinalidade
das classes). Por sua vez, Burger e van Vuuren [4] sistematizaram e formalizaram problemas
extremais associados a classe de grafos multipartidos. Seja K x. o grafo completo multipartido
balanceado com s classes de cardinalidade ¢. Dados inteiros positivos s, nqy > 2, p1, no > 2, e p2 0
nidmero multipartido de Ramsey (cardinalidade de classes) mg(Kp, xp,, Knoxp,) € 0 menor natural
c tal que toda bicoloragao de arestas de K., utilizando as cores vermelho e azul, apresenta uma
copia vermelha de K, xp, ou uma cépia azul de Ky, xp,. Estes nimeros podem ser considerados
como uma extensao dos numeros de Ramsey cldssicos. Observe que r(ni,n2) = a implica

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0234 010234-1 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0234

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

Ma(Knyx1, Knyx1) = 1. Note também que ma(Kaxn,, Koxn,) = b(ni,n2), neste sentido este
numero de Ramsey generaliza o nimero Ramsey bipartido b(n1,n2), onde este nimero denota
o menor natural b tal que toda bicoloracdo das arestas de Koy apresenta cépia monocromatica
de Kaxp, na cor vermelha ou cépia azul de Koxyp, (vide [8]).

Varios resultados sobre os nimeros de Ramsey em multipartidos sdo apresentados em [4],
alguns deles em conexao com os nimeros cldssicos r(ny,ny). Além disso, os limitantes gerais
sao obtidos, incluindo um limite inferior usando o método probabilistico.

Neste trabalho estendemos o nimero de Ramsey multipartido (cardinalidade das classes)
para um numero arbitrario de cores, como descrevemos na proxima secao. Discutimos as
conexdes com os numeros de Ramsey multicoloridos. Varios resultos em [4] foram estendidos,
incluindo generalizacées de limitantes superiores e inferiores.

2 Definicoes e existéncia
O grafo Ky« denota o grafo mutipartido com s classes de cardinalidade ¢
Koxe = Kepg,.. ¢ (s times).

Observe que K,x1 = K, mas Kj, denota o complementar de K, (n vértices isolados).

Dados ntimeros naturais s, n;, p;, com 1 < i < k. O nimero de Ramsey multipartido multico-
lorido (cardinalidade das classes) ms(Kp,xpys-- -, Knpxp,) € 0 menor natural c tal que qualquer
k-coloracao arbitraria das arestas de K. contém uma cépia monocromética de Ky, xp, na cor
1, para algum 1 <1 < k.

No caso diagonal: n; = n e p; = p para todo ¢, com 1 < ¢ < k, é simplesmente denotado por
ms(Kpxp; k). Neste trabalho consideraremos preferencialmente o caso diagonal.

Observemos que r(n;k) = a implica m,(K,x1;k) = 1. Ou seja, podemos dizer que o
ntimero de Ramsey multipartido multicolorido é uma extensao do niimero de Ramsey classico
multicolorido. Notemos também que mo(Koxn; k) = b(n; k), em particular, este nimero de
Ramsey generaliza o nimero de Ramsey bipartido multicolorido.

A existéncia deste nimero estd condicionada a um valor da fungdo de Ramsey cléssica
multicolorida. A versao para duas cores do resultado a seguir foi obtida por Burger e van
Vuuren [4].

Teorema 1 Dados n,k > 2 e p > 1 numeros naturais arbitrdrios, o nimero de Ramsey multi-
partido multicolorido ms(Kyxp; k) existe se, e somente se s > r(n; k).

2.1 Explicando a existéncia

Para dar a ideia da demonstracao do Teorema 1, e para relacionar o nimero multipartido
com o numero classico de Ramsey, defini-se um novo conceito: a chamada coloragao expansiva,
descrita abaixo.

Definicao 2 Uma coloracao de arestas de Ksx. € chamada coloracao expansiva se, para cada
par de classes de Kgx., as arestas entre todos os vértices destas duas classes tém a mesma cor.
Um fato crucial seque: toda coloracao expansiva de Kgx. corresponde a uma colorag¢do de
arestas de K (isto pode ser feito identificando cada classe de Kgx. por um inico vértice). Neste
caso, dizemos que uma coloracdo expansiva de Ky« € induzida por uma coloracdo correspondente

de K.
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Figura 1: Coloragao expansiva de K3x3 induzida por uma coloragao de K3

Esbo¢o da demonstra¢io do Teorema 1: Queremos mostrar que mg(Ky,xp; k) existe, se e
somente, s > r(n;k). Seja r = r(n; k). Primeiramente, suponhamos que s > r(n; k). A ideia
da demonstragao é garantir a existéncia de um c “suficientemente grande”tal que qualquer k-
coloracao de K, x. contém um subgrafo K,..4 cuja coloragdo é expansiva e d > p. Dessa forma
pela definicao de r existe um K¢ monocromdtico e como K, x, C K,x4, segue que K,y
contém cépia monocromdtica de K xp. Para provar a reciproca, provamos que mg(Kpxp; k)
nao existe se s < r(n; k). Como r(n;k) > s, existe uma k-coloragdo de K desprovida de cépia
monocromética de K,,. Assim a coloracao expansiva de Ky induzida por essa coloracao de K
nao contém K, monocromadtico. Consequentemente, K. com essa coloracao nao contém kK,
monocromatico.

3 Relacgoes e propriedades de crescimento

A fim de prosseguirmos com a anélise do nimero de Ramsey multipartido, precisamos calcu-
lar a cardinalidade minima de cada classe de G = Kx. para que GG contenha obrigatoriamente
um K, x, como subgrafo. Afirmamos que este nimero é [p/|s/n]].

Com efeito, seja ¢ o menor natural satisfazendo K, x, C K,x.. Quaisquer dois vértices de
mesma classe de K. nao podem pertencer a classes distintas de K,x,. Isto significa que para
obtermos K, x;, como subgrafo de K., devemos agrupar classes inteiras de K . com o intuito
de formarmos n novas classes. Desse modo, cada grupo deve conter |s/n] classes de Ksx.. Para
assegurarmos que existem p vértices em cada grupo, cada classe de Ky, devera conter pelo

menos [p/ |s/n]] vértices.

Exemplo 3 Para s > n > 2, p > 1 arbitrdrios,

(1) ms(Kaxi,.-- ., Kaox1, Knxp) = [p/ [5/n]].

De fato, consideremos Ky p/|s/m)) = G com uma k-coloragao arbitrdria. Se esta colo-
racao contém alguma aresta ma cor i*, para alguma cor i* com 1 < i* < k —1, o grafo
G obrigatoriamente contém um Kox1 monocromdtico. Caso contrdrio, todas as arestas de
G sao da cor k, consequentemente, G apresenta cépia monocromdtica de Kyxp. E mais,
ms(Kax1, - -, Kax1, Knxp) > [p/ |8/n]]—1. Coloridas as arestas de Ky ([p/|s/n|1-1) = H
todas com a cor k, o grafo H ndo contém Kox1 na cori* com1 <i* < k—1, e ndao contém
K xp monocromdtico.

(2) ms(Kpx1;k) =1, com s > r(n; k).

Com efeito, seja r = r(n;k) e suponhamos s > r. Consideremos uma k-coloragdo ar-
bitrdria de Ksx1. Como K,.x1 C Ksx1, esta coloracao induz uma k-coloracdo de Ky« =~
K,.. Pela definicao der, K, apresenta copia de K,, para alguma cor i*. Consequentemente,
o grafo Ksx1 apresenta copia de K.

O préximo resultado apresenta uma propriedade de crescimento, que é uma generalizagao
de um resultado em [4]
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Proposicao 4 Dados nimeros naturais u,n,k > 2 e s,v,p. Valem:
(1) ms(Knxpi k) < me(Kuxo: k) sempre quen < u ep < v (quando ambos os nimeros existem,).
(2) ms(Knxpi k) < mg(Knxp; k) se ¢ < s (quando ambos os nimeros existem,).

Prova: (1) Suponhamos a existéncia de ¢ = mg(Kyuxo; k). Seja uma k-coloracao arbitraria
S UXVy
de Ksx.. Por hipétese, existe uma copia monocromatica de K, ara alguma cor 7. Como
sXc b UXv
Kpxp € Kyuxo 0 grafo Koy, contém uma cépia monocromética de K, xyp.
nxp uUXv sXc nxp
(2) Seja ¢ = my(Kynxp; k) um ndmero finito. Consideremos Ky, com uma k-coloracao
arbitraria. Como ¢ < s, obrigatoriamente Kyx. C Kyx.. Assim, esta coloracao induz uma
k-coloracao de Kyx.. Pela defini¢ao de ¢, o grafo K, x. contém uma cépia monocromética de
K, «p, para alguma cor 7. Consequentemente, K v, também a contém. [
p )

A proposi¢ao anterior permite que apresentemos um limite assintético para o nimero de
Ramsey multipartido. Um resultado analégo para duas cores é demonstrado por Burger e van
Vuuren [4].

Teorema 5 Paran > 2 e p,k > 1 arbitrdrios,

lim mg(Kpxp; k) = 1.

S§—00

Prova: Seja ng = r(n; k). A Proposicao 4 e o Teorema 1 afirmam que a sequéncia

{mS(KnXPS k)}es

s=ng

é nao-crescente. Como m4(Kpxp; k) é um niimero positivo para s > ng, precisamos mostrar que
mg(Knxp; k) = 1 para algum nimero natural g.

Consideremos ¢ = r(np; k). O grafo K,x1 é isomorfo a K,. Por construgao de ¢, toda
k-coloracao de K,x1 contém cépia monocromatica de K, Mas, K,x, € K,, e portanto,
mg(Knxp; k) = 1. n

O resultado a seguir fornece um limitante inferior, cuja demonstracao é bastante simples,
sendo este entao um limitante inferior trivial. Este limitante possui versao para duas cores
devido a Burger e van Vuuren [4].

Proposicao 6 Sejam numeros naturais s,p > 1 en,k > 2. Sob estas hipdteses,

S .

mo(Knpi ) = |

Prova: O grafo K, possui np vértices. Dessa forma, devem existir pelo menos [np/s| vértices
por classe de um grafo multipartido completo balanceado composto por s classes a fim de garan-
tir algum K,,», como subgrafo. [

4 Limitante inferior via método probabilistico

Em 1947 Erd6s, por meio de argumentos probabilisticos, garantiu a existéncia de um K
monocroméatico em qualquer bicoloracao do grafo completo com 2t/2 vértices. Este método,
atualmente conhecido por Método Probabilistico, ¢ uma poderosa ferramenta utilizada para
solucionar diversos problemas em matemaética discreta. Por meio desta ferramenta, Burger e
van Vuuren obtiveram um limitante inferior geral. Inspirados em tal resultado, no caso de k-
coloragbes de um grafo multipartido apresentamos um limitante inferior geral. Este método
nao é construtivo, afirma a existéncia de um grafo multipartido “grande”desprovido de cépias
monocromaticas de K, xp.
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Teorema 7 Sejam numeros naturais s,p > 1 en, k > 2,

1

mo(Kpi k) > 3 (m(pty* () =1) ™

5 Limitante superior via PCP

O Principio da Casa dos Pombos nos diz que: “Colocados 2s—1 pombos em duas casas, entao
a primeira tem pelo menos s pombos ou a segunda tem pelo menos s pombos”. Reformulando
esse enunciado, obtemos um enunciado equivalente usando a linguagem das coloracoes: “Para
qualquer 2-coloracao de {1,...,2s — 1} existe um subconjunto monocromético com s elementos
na primeira cor ou um subconjunto monocromatico com s elementos na segunda cor”. O PCP
é o caso mais simples das parti¢coes do tipo Ramsey.

Neste ambiente, o PCP continua a ser uma ferramenta fundamental na demonstracao de um
limitante superior. Por meio do PCP generalizado, obtemos o seguinte limitante.

Teorema 8 Sejam niumeros naturais n > 1 e 5,k > 2, entdo

m;(Kaxn; k) < max {k(n 1)+, {k(n - 1)(1‘0(n—n1)+1) + 1} } ‘

j—1

Os resultados anteriores estabelecem limitantes para o nimero de Ramsey multipartido. Por
exemplo, pela Proposicao 6, my(Ka2x3;3) > 2 e o pelo Teorema 7, m4(K2x3;3) > 3. O teorema
anterior garante que my(Kaoyx3;3) < 70. Notemos que os resultados nao fornecem limitantes
“justos” para o nimero my(Kax3;3). Assim como na Teoria Clédssica de Ramsey, aqui em grafos
multipartidos a obtencao de valores exatos mostra-se bastante complexa.
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