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Resumo. O objetivo do trabalho é caracterizar a influéncia de uma vacinagdo em massa na disse-
minag&o e na probabilidade de extingdo de uma doenga epidemioldgica através de uma abordagem
estocéastica. Na analise, o nimero de individuos que cada membro infectado da populagao pode
infectar, sem vacinagdo, é modelado como uma variavel aleatéria B, o nimero de individuos que
cada membro infectado da populagdo pode transmitir carga viral, com vacina¢do é modelado como
uma variavel aleatéria C' e o nimero de individuos infectados ao longo do tempo é modelado como
um processo estocastico de ramificacdo I. A porcentagem da populagdo vacinada é modelada por
outra variavel aleatéria, denominada V', e a eficicia da vacina é modelada por uma quarta variavel
aleatoria E. A comparagao é feita com base em histogramas e estatisticas amostrais, como média
e varidncia, do nimero de individuos infectados ao longo do tempo. Os modelos estatisticos s@o
obtidos por meio de simulagoes de Monte Carlo, considerando 21 diferentes valores de parametros
dentro da mesma familia de varidveis aleatérias para B e C: a binomial. Foram realizadas 4000
simulagoes do processo de ramificacdo para cada um dos 21 valores, considerando-se seis possiveis
niveis de porcentagem da populagao vacinada e quatro valores distintos de eficacia da vacina. No to-
tal, foram realizadas 2.1 milhoes de geragoes do processo de ramificagao, caracterizando o problema
como big data.
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1 Modelo Probabilistico do Contagio e da Propagacao de
uma Doenca em uma Populacao Nao Vacinada

Neste trabalho, modelam-se as transmissoes com e sem vacina¢ao por varidveis aleatérias, o
numero de infectados ao longo do tempo como um processo de ramificagao, e analisa-se a influéncia
da vacinagao na disseminagao e probabilidade de extingado como proposta em [1, 2]

O numero de individuos contaminados por cada membro j4 infectado j da populagao é modelado
como uma varidvel aleatoria (v.a.) discreta B;. Supde-se que as v.a. B; sejam independentes
e identicamente distribuidas (IID). Com isso, denominamos B a v.a. que modela o contagio.
O namero de infectados em uma populagdo nao vacinada ao longo do tempo é modelado por
um processo estocastico I de parametro discreto chamado de processo de ramificagao. Dado um
conjunto de pardmetros discretos N = {0, 1,2,3, ...}, representando geragbes ao longo do tempo,
para cadan € N, I(n) = I,, ¢ uma variavel aleatoria discreta. I,, representa o namero de infectados
na n-ésima geragao e é dado pela soma do nimero de pessoas que foram contagiadas por cada um
dos infectados na geracao n — 1, anterior.
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Para ilustrar uma realizagao do processo de ramificagao, considere, por exemplo, que o processo
de contaminagao comega com um individuo infectado, g = 1. Na geragao n = 1, temos 3 individuos
contaminados pelo individuo infectado inicialmente, i; = 3. KEsse nimero de infectados é obtido
fazendo-se uma realizagao da variavel aleatoria B. Na proxima geragao, n = 2, o numero total de
infectados é a soma do nimero de pessoas que foram contagiadas por cada um dos trés infectados na
geracao anterior. Para obter esse nimero, geramos trés realizacoes independentes de B e somamos
os valores sorteados. No exemplo descrito, o primeiro infectado contaminou apenas um individuo
e os outros dois nao fizeram nenhuma contaminacdo. Dessa forma i, = 1. Na proxima geracéo,
n = 3, o Unico individuo contaminado na geracao anterior contaminou quatro novos individuos,
fazendo i3 = 4. Na geragao n = 4, o numero total de infectados, que é a soma do ntimero de pessoas
que foram contagiadas por cada um dos quatro infectados em n = 3, foi obtido gerando-se quatro
realizagoes independentes de B e somando os valores sorteados. Na quarta geragao, o primeiro
infectado contaminou dois individuos, o segundo infectado nao fez nenhuma contaminagao e o
terceiro e quarto fizeram duas contaminagoes cada. Totalizando iy = 7. Se nenhum desses sete
individuos contaminados fizer novas contaminacoes, teremos i,, = 0, ¥n > 5, e nesse caso a doenga
estard extinta. A probabilidade de extincao da doenga em cada geragao, dada por e,, € uma das
variaveis de interesse desse trabalho.

Para analisar a influéncia do modelo probabilistico da v.a. que modela o contagio entre in-
dividuos na propagagao da doenca e probabilidade de extingao em uma populagao nao vacinada,
foram feitas simulagoes de Monte Carlo e construidos modelos estatisticos para a propagagao da
doenga considerando-se 21 diferentes valores de parametros dentro da mesma familia de variaveis
aleatorias para B, binomial. Para cada um dos 21 valores de parametros, 4.000 realizagoes do pro-
cesso de ramificagao da geracao n = 0 a n = 20 foram computadas. Para fazer todas as simulagoes
gastou-se aproximadamente 30 horas de processamento (tempo de CPU).
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Figura 1: Gréaficos construidos com 4000 realizagbes do processo de ramificagdo em um local com uma
populacao sem vacinagao. Fonte: autoria propria.

A distribuigdo binomial, que depende dos parametros m e p, pode ser interpretada, junto aos
conceitos de epidemiologia, como um experimento no qual um individuo encontra com um nimero
m de pessoas, com uma probabilidade p de infectar cada uma delas. Depois desse encontro,
avaliamos se cada uma das m pessoas foi ou nao infectada, contando o ntiimero de novos contagiados.
Esse cenario retrata uma sociedade com regras de distanciamento restritas, onde, cada individuo
tem um contato limitado a, no méaximo, m individuos. Nas simulacoes, fazemos m = 3.

Dentre todos os resultados obtidos, destacamos na Figura 1 os resultados dos cenarios conside-
rados criticos de média p de B, dado por up = m * p, mostrando a média de infectados, em cada
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geragao, durante a propagacao da doenca e probabilidade de extingao ao longo das geragoes e,.
Para o valor de up < 1 temos p = 0.16; para up = 1 temos p = 0.33; e para up > 1 temos p = 0.50.
Vale destacar que, para a Figura 1(a), assim como para as Figuras 2(a), 4(a), 5(a) e 6(a), os valores
em amarelo no eixo a direita correspondem a curva amarela, que descreve o comportamento da
média amostral nos cenarios em que o a binomial tem média maior do que 1. Os valores em preto
no eixo a esquerda correspondem as curvas azul e vermelha.

2 Modelo Probabilistico para o Contagio e Propagacao de
uma Doenca em uma Populacao Vacinada

Dada uma populagao, modelaremos o contagio de um individuo da seguinte maneira. Baseado
no modelo de ramificagdo da segdo 1, um individuo infectado (ig = 1), sai de sua casa e encontra
m individuos. Supondo que em cada encontro o infectado pode ou nao transmitir uma carga
viral suficiente para contagiar o préximo, modelaremos o nimero de individuos que um individuo
infectado encontrou e transmitiu a carga viral suficiente para contagiar com a variavel aleatoria
C; = binomial (m,p). Assim como o contagio da secao 1, todos os C; sao independentes e
identicamente distribuidos (IID). Analogamente & varidvel B, chamaremos todas as v.a.s C; de
C. A cada contato com transmissio suficiente de carga viral, entao, avaliaremos duas situagoes:
primeiro, se esse individuo foi vacinado ou nao; segundo, caso ele tenha sido vacinado, se a vacina
foi efetiva ou nao. Isto é, se ele estd imunizado de fato, ou ndo. O primeiro evento, vacinagdao do
individuo, sera modelado por uma variavel aleatoria discreta V' = bernoulli (py). O segundo evento,
efetividade da vacina, serd modelado por outra variavel aleatoria discreta E; = bernoulli (pg). Em
outras palavras, um individuo infectado entra em contato com m individuos e transmite carga viral
suficiente para contaminagao de C' individuos. Para cada um desses C' novos individuos fazemos
uma pergunta: "Esse individuo foi vacinado?". A probabilidade py determina a porcentagem
de populagao vacinada. Se ele tiver sido vacinado nos perguntamos: "Sera que a vacinagdo foi
efetiva?". A eficicia da vacina é dada por pg. Se foi, entdao a imunizagao funcionou, e este
individuo esté livre da doenga. Se nao foi, entao ele esté infectado.

Essa anélise ¢ feita para cada um dos C individuos que o primeiro infectado entra em contato e
transmite carga viral suficiente para infecta-los. A cada geragdo n, o total de individuos infectados
I, é dado pela quantidade de pessoas que entraram em contato com um individuo infectado e
receberam carga viral suficiente para se contaminar com a doenga e ou nao tomaram vacina, ou
tomaram e ela nao foi de fato eficaz. Assim, para modelar o novo cenario temos:

e I(n) = I, namero total de infectados em uma geragao;

e (C;, nimero de individuos que entraram em contato com o j-ésimo individuo infectado da
geragao anterior e receberam carga viral suficiente para se contagiar com a doenca, modelado
por C; = binomial(m, p), v.a. discreta;

e V., variavel aleatéria que determina se um individuo que teve contato com um infectado e
recebeu carga viral suficiente para se contaminar estd ou nao esta vacinado é modelada por
Vi = bernoulli(py ), v.a. discreta;

e F; é a variavel aleatoria que determina se um individuo que teve contato com um infectado,
recebeu carga viral suficiente para contaminagao mas recebeu a vacina se contamina ou nao

com a doenga. E; é modelado por E; = bernoulli(pg), v.a. discreta.

Assim como fizemos com B e C, Vi e E; serdo chamadas de V e de F, respectivamente.
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3 Influéncia da Vacinacao no Comportamento da Epidemia

Para analisar a influéncia de uma vacinagao no total de infectados em cada geragao, na pro-
pagacao da doenga e nas probabilidades de extingao, foram feitas simulagoes de Monte Carlo e
construidos modelos estatisticos para a propagacao da doenca considerando 21 diferentes valores
de paradmetro p dentro da mesma familia de varidveis aleatérias para C: binomial, representando
distintas probabilidades de contégio. Para cada um desses 21 valores de p, foram escolhidas 6
diferentes porcentagens de populagdo vacinada (2%, 10%, 20%, 50%, 75% e 100%), e para cada
uma dessas, foram escolhidas 4 valores de eficicia de uma vacina (50.4%, 62.1%, 70.4% e 95%).
Para cada cenario descrito, 4.000 realizacoes do processo de ramificacao da geragao n =0 a n = 20
foram computadas. No total, foram realizadas mais de 2 milhoes realizagoes do processo esto-
castico de ramificacdo. Para fazer todas as simulag¢oes gastou-se aproximadamente 100 horas de
processamento (tempo de CPU). O elevado custo computacional em tempo e volume de dados, ca-
racteriza o problema como big data. Um estudo de convergéncia foi desenvolvido para determinar
o namero de simulagoes [3]. Estatisticas amostrais (média, variancia e probabilidade de extingao)
e histogramas foram construidos com as respostas das realizagoes.

Na Figura 2 estao os resultados obtidos para um dos casos analisados. Nesse caso, considera-se
que foram vacinados 20% da populac¢ao, com uma vacina de eficicia comprovada de 50.4% e com
o contato C' entre os individuos modelado por uma binomial(3, p), com os valores de p estipulados

na secao 1.
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Figura 2: Graficos construidos com 4000 realizagoes do processo de ramificagao em um local com 20% da
populagao vacinada com uma vacina com 50.4% de eficacia. Fonte: autoria propria.

Comparando os dois conjuntos de graficos das Figuras 1 e 2 vemos que: para a média u das
binomiais que descrevem B e C' quando puc < 1 a epidemia se extingue com mais rapidez; para
pe = 1 a média deixa de flutuar em torno de 1 e passa a se comportar como uma fungao que tem a
média up < 1. Comparando os graficos da Figura 2 com os da Figura 1 que mostram a propagagao
da epidemia em uma populagao nao vacinada, observa-se que para up = pc > 1, o decaimento da
média amostral do ntimero de infectados por geracdo acelera com a presenga da vacinacao. Além
disso, a probabilidade de extin¢do da doenca na vigésima geracao que antes tendia a 23.6% para a
tender & 35.7% com a vacinagao. Na Figura 3 mostra-se os histogramas normalizados do nimero
de infectados nas geragoes n = 2, 4, 6 e 20. Para n = 20, observa-se que o histograma tem suporte
[0, 3000] infectados e fornece uma media amostral de 400 infectados. Assim, vacinando apenas 20%
da populagao é possivel diminuir o total de infectados quando comparado ao cenario nao vacinado
em que a média amostral para n = 20 era de 4000 infectados, 10 vezes maior.
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20% da populagdo vacinada, 50.4% de eficacia, C = binomial (3,0.5)
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Figura 3: Histogramas normalizados construidos com 4000 realizagoes do ntimero total de infectados em
quatro diferentes geragdes. Fonte: autoria propria.

3.1 Influéncia da Porcentagem da Populacao Vacinada

Vimos que com 20% da populagdo vacinada ja temos uma mudanga significativa no compor-
tamento da epidemia, em termos de pessoas infectadas e da tendéncia de ela se extinguir. No
entanto, sera que é possivel mudarmos totalmente o resultado de uma epidemia apenas aumen-
tando a quantidade de pessoas vacinadas? Para tal, repetimos o mesmo processo descrito no inicio
dessa se¢ao, avaliando diferentes porcentagens de populagao vacinada. Dentre todos os valores cal-
culados, estao mostrados a seguir populagoes que tiveram 50% e 75% de seus individuos vacinados
com uma vacina de 50.4% de eficacia, com o contato C entre os individuos modelado por uma
binomial(3, p). Os resultados sdo mostrados nas Figuras 4 e 5.
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Figura 4: Graficos construidos com 4000 realizagoes do processo de ramificagao de um local com 50% da
populagao vacinada com uma vacina com 50.4% de eficacia. Fonte: autoria propria.

Com 50% da populagdo vacinada vemos um decaimento significativo no nimero de infectados
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quando comparado com o numero de infectados em uma populacdo ndo vacinada. A epidemia
em uma populagdo que tem os contatos modelados por v.a.s com média puc < 1 tende a ter
a probabilidade de se extinguir com 100% de probabilidade, além de se extinguir com menos
geracoes. Para contatos com pe > 1 vemos o decaimento mais significativo até entao quando
olhamos a média de infectados ao longo das gera¢oes. Como ilustrado na Figura 1(a), a média
de infectados sem vacinacao é da ordem de 4000, enquanto com a introdugao da vacina, essa
média cai para cerca de 10 na vigésima geracdo, conforme mostrado na Figura 4(a). Além disso,
a probabilidade de extingdo aumenta significativamente, mudando sua tendéncia de 23,6% para
67,4%, um crescimento de aproximadamente 200%, como evidenciam as Figuras 1(b) e 4(b).

5 Média de I, 1 Probabilidade de Extincao
—-Média pe <1 {
o —-Média po =1 S
E Média pc > 1 I
=1 ~ 0.5
= 2 ——(e,) : puc <1
D
E o "'(en) P He = 1
SN .
(en) : pe >1
0 0 .
0 ) 10 15 0 10 20
Geragdo n Geracao n
(a) Média amostral para os valores criticos de pc. (b) Probabilidade de extingdo para uc criticos

Figura 5: Graficos construidos com 4000 realizagoes do processo de ramificagao de um local com 75% da
populagao vacinada com uma vacina com 50.4% de eficacia. Fonte: autoria propria.

Com 75% da populagdo vacinada, observa-se que, em todos os trés casos criticos, puc < 1,
pe = 1 e pe > 1, a média amostral de infectados ao longo das geracdes tende a diminuir. E
importante destacar o caso em que puc > 1, pois, nos cenérios anteriores, o nimero médio amostral
de infectados tendia a aumentar. No entanto, com 75% da populagao vacinada, essa tendéncia
se inverte, resultando em uma diminui¢cao do nimero médio amostral de infectados ao longo das
geracoes, conforme ilustrado na Figura 5.

3.2 Influéncia da EficAcia da Vacina

Outro fator de analise é a eficacia da vacina aplicada. Vimos que com uma vacina com 50.4%
de eficicia temos uma mudanga significativa no comportamento da epidemia, principalmente com
a vacinagao de pelo menos 75% da populagao. No entanto, serd que também é possivel mudarmos
totalmente o resultado de uma epidemia vacinando menos gente, mas com uma vacina mais eficaz?
Para tal, repetimos o mesmo processo descrito no inicio dessa secao, avaliando diferentes valores
de eficiacia de vacina. Dentre todos os valores de eficacia simulados, sdo mostrados a seguir na
Figura 6 os resultados com 50% da populacao vacinada com uma vacina com 70.4% de eficécia.
Em todos os casos, temos o contato C' entre os individuos modelado por uma binomial(3,p). A
Figura 6 mostra que se vacinarmos 50% da populagdao com uma vacina de eficacia de 70.4% é
possivel mitigar a epidemia. A média amostral dos trés casos criticos tem um comportamento
decrescente, e valor ao qual a probabilidade de extingao tende aumenta.
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Figura 6: Graficos construidos com 4000 realizagoes do processo de ramificagao de um local com 50% da
populagao vacinada com uma vacina com 70.4% de eficacia. Fonte: autoria propria.

4 Consideracgoes Finais

Dado que uma parcela da populagao esta vacinada, modelamos o contato capaz de transmitir
carga viral por uma v.a. discreta, C' = binomial(m,p); a determinagdo se um individuo que
teve contato com um infectado estd ou nao vacinado foi modelada por outra v.a discreta, V =
bernoulli (py); a eficacia da vacina foi modelada por uma v.a. discreta, F = bernoulli (pg).
O ntmero total de individuos infectados ao longo do tempo foi modelado por um processo de
ramificagao estocastico I,,. Para caracterizar a propagacao das incertezas na disseminagao da
doenca, foram construidos histogramas do ntmero de individuos infectados. Estatisticas amostrais
e probabilidades de extingao foram calculadas. Foi feita uma anélise da influéncia da eficicia da
vacina no processo de ramificagao, bem como da influéncia da porcentagem da populacao vacinada.
Os resultados obtidos mostram que é possivel controlar e mitigar uma epidemia com uma vacinagao
adequada. Vacinando 75% da populacdo, com os valores de eficacia de vacina propostos, os trés
casos considerados criticos mostram o decaimento da média de infectados em cada geracao, e a
probabilidade de exting¢do tendendo a 100%. As Figuras 4 e 6 corroboram essa ideia, mostrando
que vacinando 50% da populagdo com uma vacina de eficacia de 50.4% nao foi possivel reverter
todos os trés casos criticos, mas se for utilizada uma vacina de eficacia de 70.4% conclui-se que é
possivel mitigar a epidemia.
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