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A modelagem mateméatica tem sido uma ferramenta essencial para compreender a din&mica
do crescimento tumoral e sua interacao com o organismo. Neste trabalho, estudamos o modelo
proposto por Panetta [2], baseado em equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) que descrevem a
evolugao de tumores, em um ambiente competitivo, levando em conta o efeito de tratamentos qui-
mioterapicos. A incorporacgdo da dindmica de resisténcia ao tratamento no modelo é de extrema
importancia, pois permite uma anélise detalhada da reincidéncia do tumor, contribuindo para o
desenvolvimento de terapias mais eficazes e estratégias de tratamento personalizadas. O modelo
considera a interagao entre células tumorais sensiveis (y) e a populacao de células tumorais resis-
tentes (z), as quais interagem com as células normais (), no espago R3. O modelo é descrito pelo
seguinte sistema de equacgoes diferenciais ordinérias:
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Os parametros «, 3,y representam as taxas de crescimento das células normais, tumorais sensiveis
e resistentes, respectivamente; 9, € correspondem as capacidades de suporte das células normais e
tumorais; ¢,n,1 sao os parametros de competitividade entre as populagoes; e m é o parametro
de resisténcia das células tumorais. Os parametros satisfazem «, 8,v,d,¢ > 0, com 8 > « (células
tumorais crescem mais rapido que as normais), enquanto ¢, 7, podem ser positivos ou negativos,
dependendo dos efeitos competitivos.

J. C. Panetta [2] investiga a estabilidade do ponto de equilibrio livre de tumor (4,0,0), ana-
lisando se pequenas perturbagdes (como uma massa tumoral residual apos cirurgia ou devido a
metastase) poderiam levar a sobrevivéncia do tumor ou se o paciente permaneceria livre da do-
enga. Para isso, o autor linearizou o sistema em torno deste ponto e constatou que (4,0,0) sera
instével, isto é, o tumor reincidira diante de determinadas condigoes. Neste trabalho, supomos que
as células tumorais ndo competem entre si, ou seja, n = ¢ = 0. O modelo (1) possui seis pontos
de equilibrio, sendo que quatro deles sao biologicamente viaveis e analisados a seguir.

O ponto A = (0,0, 0) ¢ instavel, o que é razoavel do ponto de vista biolégico, pois representa a
extingao das células normais e tumorais. O ponto B = (4,0, 0) também ¢ instavel, pois corresponde
a cura espontanea do céncer, o que nao ocorre sem tratamento e o modelo adotado nao inclui
tratamento. Desta forma, a cura espontinea nao ocorrera.

O ponto C = (0,0, €) é instavel, pois representa a extingdo das células normais e a persisténcia
do tumor, sendo coerente com a progressao da doenga. Ja o ponto D = (0 —deg, 0, €) é localmente
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assintoticamente estavel, indicando a possivel coexisténcia entre células normais e tumorais
resistentes, desde que a condicdo ¢ < e~! seja satisfeita, garantindo que todos os autovalores
tenham parte real negativa (ver Figs. 1 e 2).

Os retratos de fase do sistema (1) s@o exibidos nas Figuras 1 e 2. Os parametros extraidos de
[2], sdo: o = 0.212, 8 = 0.42,6 = 107 e € = 10°. Como nio foram encontrados dados na literatura
para v e m, adotaram-se os valores proximos aos disponiveis, sendo v = 0.3,m = 0.01. Ja o
parametro ¢ foi definido de acordo com as restricdes impostas pelos demais, sendo ¢ = 1076,
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Figura 1: Retrato de fase do sistema Figura 2: Retrato de fase do sistema
(1). Fonte: os autores. (1), no plano zz, que é invariante sob o
fluxo. Fonte: os autores.

A analise dos pontos de equilibrio do sistema (1) e seu retrato de fase indicam que, quando
¢ < 1075, as condic¢oes de existéncia dos equilibrios sdo atendidas. Além disso, o equilibrio que
representa a coexisténcia de células normais e tumorais resistentes é estavel. Isso sugere que, com
os parametros analisados, a doenca se mantém em um nivel controlavel, permitindo a sobrevida
do paciente, mesmo em caso de recidiva, até que o tratamento seja retomado.

Neste trabalho, analisamos a estabilidade linear dos equilibrios do sistema (1), conforme a
teoria em [1], e investigamos sua relagdo com a dindmica das células normais, tumorais sensiveis e
resistentes. Estudamos as interagoes entre essas populagoes ao longo do tempo, as condigoes para
coexisténcia da doenga com células normais e as possibilidades de erradicagao do tumor.
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