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Resumo: Neste trabalho, apresentamos a construcio de uma familia de reticulados Z" rota-
cionados em dimensdo 3"~', onde r é par, obtidos via Z-mddulos, com diversidade mdzima,
representando constelagcoes de sinais que sao boas para o canal com desvanecimento do tipo Ray-
leigh. Uma expressao para a distancia produto destes reticulados é obtida através de propriedades
algébricas e, apresentamos um limitante inferior para a distancia produto minima nesta familia.
A escolha por constelacoes ciibicas se deve ao fato de que os reticulados Z" sao ligeiramente
piores em termos de ganho de forma, uma vez que estes reticulados nao sdo os mais densos em
suas dimensdes, ou seja, apresentam maior ganho de forma os reticulados que possuem maior
densidade de empacotamento, apesar disso, os reticulados Z" sao usualmente mais fdceis de
rotular e decodificar, assim, oferecem um bom equilibrio entre boa forma e facilidade de rotula-
mento.
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Introducao

Recentemente tem-se observado um grande avango na drea das Telecomunicagoes, cuja fi-
nalidade é desenvolver sistemas que fornecam servicos de excelente qualidade, a altas taxas de
transmissao/armazenamento e com baixa probabilidade de erro.

Um sistema de comunicacao pode ser considerado como um conjunto de equipamentos e
meios fisicos com a finalidade de transportar uma informagao de uma fonte até um destinatério
usando um canal de comunicacao. Um canal é um meio fisico por onde a informagao é transmi-
tida/armazenada e estd sujeito a varios tipos de ruidos, imperfeigoes e interferéncias que geram
distor¢oes. Um canal muito usado na transmissao de sinais é o canal com desvanecimento do
tipo Rayleigh, caracterizado pela propagacao por multiplos percursos formados pela reflexao
e/ou difragao do sinal transmitido.

Em relagao a probabilidade de erro na transmissao de sinais, pela Teoria dos Cédigos Cor-
retores de Erros [12], ao transmitirmos uma informagdo podemos ter um ruido, fazendo com
que a mensagem recebida seja diferente da enviada. Desse modo, a teoria dos cédigos corretores
de erros surgiu da necessidade de detectar erros e recuperar a mensagem enviada ao receptor,
construindo, desta forma, cédigos com pequena probabilidade de ocorrerem erros. Uma maneira
de projetar uma constelacao de sinais é representar cada sinal como um ponto em um espago
euclidiano n-dimensional. O processo de projetar um conjunto de palavras-cédigo pode ser redu-
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zido a um problema geométrico de alocagao de pontos em uma regiao de um espago. Os cédigos
construidos a partir de reticulados constituem numa das técnicas de alocacao de pontos.

Constelagoes de sinais tendo a estrutura de reticulados sao consideradas importantes para a
transmissao de sinais pois as estruturas algébricas e geométricas dos reticulados facilitam no pro-
cesso de codificacao e decodificagao. Usualmente o problema de encontrar boas constelagoes de
sinais para o canal com desvanecimento do tipo Rayleigh esta associado a busca por reticulados
com diversidade méxima e distancia produto minima grande ([2], [6]).

Exposicao do problema

Para os reticulados em geral, a distancia produto minima é usualmente dificil de calcular.
Nosso objetivo é trabalhar com reticulados associados a corpos de nimeros que possuam di-
versidade méxima, pois nestes casos uma expressao para a distancia produto minima pode ser
obtida através das propriedades algébricas dos referidos corpos. A seguir apresentamos con-
ceitos basicos relativos a reticulados e teoria algébrica dos ntimeros que sao necessarios para o
desenvolvimento do nosso trabalho [6], [11], [13] e [15].

Definicao 1: Sejam wvi,v9,- -, vy um conjunto de vetores linearmente independentes no
espaco vetorial R". O conjunto

A= {Z oV O € Z}

=1

é chamado um reticulado de posto m, e o conjunto {vy,ve, -, vy} é chamado uma base do
reticulado A.

Definicio 2: Seja {vi,va,- -+, vy} uma base para o reticulado A. A matriz M = (v;;), onde
v; = (i1, -+, Vi), para i = 1,---,m, é chamada uma matriz geradora para o reticulado A.

7

Definicao 3: Seja M uma matriz geradora para o reticulado A. A matriz G = MM? é
chamama uma matriz de Gram para o reticulado A, onde ¢ denota a transposicao.

Defini¢io 4: Seja A C R" um reticulado e x = (x1,---,x,) € A. A diversidade de A é
definida por

div(A) :oﬁi&#{i |z #0, i=1,...,n}.

Definig¢io 5: Sejam A C R" um reticulado com diversidade méxima n e x = (z1,---,z,) €
A. A distancia produto minima de A é definida por

n
dmin(A) = O;I)l(iélA H | ]
i=1

Defini¢ao 6: Um corpo de nimeros K é uma extensao finita de QQ, ou seja, Q C K e K é
visto como um espaco vetorial de dimensao finita sobre Q, e sua dimensao é chamado o grau de
K sobre Q e denotado por [K: Q] = n.

Defini¢ao 7: Seja K um corpo de nimeros de grau finito n. O conjunto Og = {a € K :
« é raiz de um polindémio monico sobre Z} é um anel chamado anel dos inteiros algébricos do
corpo K.

Defini¢ao 8: Seja A um anel. Um A-médulo ( ou médulo sobre o anel A ) é um par (M, ¢),
onde M é um grupo abeliano e p : Ax M — M é tal que para todo a,b € A e m,n € M, temos:
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i) (ab,m) = p(a,bm).
ii) p(a+b,m) = ¢(a,m)+ p(b,m).
iii) p(a,m +n) = p(a,m) + ¢(a,n).

(
(
(
(iv) ©(1,m) = m.

Defini¢ao 9: Sejam K um corpo de nimeros e Ok o anel dos inteiros algébricos de K. Um

ideal fracionério I de K é um Og-mddulo de K tal que aOg C Ok, para algum o € Ok.

Teorema 1 [11]: Seja K um corpo de nimeros de grau n e Ok o anel dos inteiros algébricos
do corpo K. Todo ideal fracionério nao nulo A de Ok é um Z-mdédulo livre de posto n.

Teorema 2 [13]: Dado K um corpo de nimeros de grau n, existem exatamente n homomor-
fismos distintos {o;}!_; de K em C que fixam o corpo Q.

Defini¢ao 10: Um homomorfismo o; é dito real se 0;(K) C R, e o corpo K é dito totalmente
real se o; é real para todo¢=1,2,---,n.

Defini¢ao 11: Sejam K um corpo de ntiimeros de grau n e z € K. Os valores
n n
N(z) = Ngjg(z) = [[ oi(z) e Tr(z) =Trgg(z) = oi(x)
i=1 =1
sao chamados norma e trago de = na extensao K|Q, respectivamente.

Teorema 3 [13]: Se K é um corpo de nimeros de grau n e z € Ok, entao N(z),Tr(z) € Z.

Definicao 12: Seja {e1,ea,- -+, e,} uma Z-base de Og. O inteiro

dic = (det[oj(e:)]}j=1)?
é chamado de discriminante do corpo K.

Definicdo 13: Seja A um ideal de Og. A norma do ideal A é definida por
N(A) = |Ok/Al,
ou seja, é a cardinalidade do anel quociente Ok por A.

Observagao 2: Se A é um ideal principal de Ok, isto é, A = aOk, entao N(A) = |N(a)|.

Método utilizado

A fim de reproduzir reticulados que sejam novas leituras de reticulados conhecidos na lite-
ratura, usamos resultados da teoria algébrica dos nimeros. Mais especificamente, o propdsito é
construir reticulados via o anel dos inteiros algébricos de um corpo de ntimeros totalmente real
através do homomorfismo torcido, pois neste caso os reticulados obtidos possuem diversidade
méxima, representando assim constelagoes de sinais eficientes para o canal com desvanecimento
do tipo Rayleigh [10] e [14].

Definicao 14: Sejam K um corpo de nimeros totalmente real e o € K tal que
a; = oi(a) > 0 para todo ¢ = 1,2,---,n. O homomorfismo o, : K — R" dado por
oo(r) = (Varoi(z), -, /ayon(x)) é chamado de homomorfismo torcido. Quando o = 1 ¢
chamado de homomorfismo de Minkowski.

Teorema 4 [11]: Se A C Ok é um Z-médulo livre de posto n com Z-base {eq, - -, e, }, entdo a
imagem A = 0,(A) é um reticulado no R™ com base {0, (e1), -, 0a(en)}, ou equivalentemente,
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com matriz geradora M = (04(eij))} 1, onde €; = (i1, -, €in), parai=1,---,n.

Teorema 5 [2]: Se A C Ok é um Z-mdédulo livre de posto n e K é um corpo totalmente real,
entao o reticulado A = 0,(.A) possui diversidade méaxima.

Teorema 6 [4]: Se A C Ok é um Z-mdédulo livre de posto n e K é um corpo totalmente real,
entdo a matriz de Gram associada a matriz geradora M do reticulado A = 0,(A) é dada por

G=MM= (TTK‘Q(aei?j))ijl'

Teorema 7 [4]: Se A C Ok é um Z-mdédulo livre de posto n e K é um corpo totalmente real,
entao a distancia produto minima do reticulado A = 0,(.A) é dada por

Coroldrio 1 [4]: Se A é ideal principal de O, entao

dp,min () = /det(A)/|dg].

Resultados obtidos

Nesta secao, apresentamos a construcao de uma familia de reticulados Z™ rotacionados via
Z-médulos em dimensdo 3”1, onde r é par. A construcio é feita via o anel dos inteiros algébricos
dos subcorpos maximais reais de corpos ciclotémicos [7], [8] e [9].

Defini¢ao 15: Um elemento ¢ = (,, € C é chamado uma raiz m-ésima da unidade se ("™ = 1,
com m > 1 um inteiro, e é dito uma raiz m-ésima primitiva da unidade se (™ = 1, com (% # 1
para qualquer 1 < d < m.

Definicdo 16: Dizemos que 1L é o m-ésimo corpo ciclotomico se L é a adjuncao de Q e uma
raiz primitiva m-ésima da unidade, ou seja, L = Q(().

Teorema 8 [15]: O anel dos inteiros de L. = Q(¢) é O, = Z[(].

Teorema 9 [15]: Se . = Q((), entdo K = Q(¢ + ¢~!) é o subcorpo maximal real de L, o
anel dos inteiros de K é Og = Z[¢ + ('] e [K: Q] = ¢(m)/2, onde ¢ é a funcio de Euler.

Tomando K = Q(¢ + ¢71), onde ¢ = (3, segue que n = [K : Q] = 3"}, e assim, otem-se o
seguinte resultado,

Proposi¢io 1: Sejam K = Q(¢C 4+ ¢71), onde ¢ = (3r, eg = 1 e ¢; = ¢' + (7%, para i =
1,2,---,3 1 -1, a = 3.
3", sei =20
( 2.3", caso contrario.
(2) Se i # 0, entdo Trg g(ae;eg) = 0.
( -3", sei+j=23""1

2

1)Sei=0,1,---,3""! — 1, entdo Trig(aeie;) = {
)
) 0, caso contrario.

3)Sei#0, j#0ei#j, entdo Trgg(aeie;) =
Segue diretamente do Teorema 3.1.2 [3] e da transitividade do Trago, ou seja,
Trg(¢* + (") = Tryp(¢"), onde I = Q(().

1 1
Proposi¢cdo 2: O reticulado A = WJQ(OK) possui uma matriz geradora My = ——=NA,

1 \/?7

onde N = (0;(€i-1)); =1, n = 371 A = diag(\/or(a)), e a matriz de Gram associada ¢ dada
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por
1 0
2 —1
2 —1
Gi1= MM = 2 —1
-1 2
—1 2
0 —1 2

Segue diretamente do Teorema 6 e da Proposicao 1.

. . A — 1
Lema 1: Se a matriz geradora do reticulado A = WUQ(OK) é dada por My = ﬁNlA,

onde

o1(eo)  o2(eo) on(€o)

oi(er) oa(eq) on(er)

o1(en-1) o2(en-1) on(€n—1)

oi1(es) oa(es) on(es)

Ny = | oilenzs) oz(en) on(en1) ||

o1(en—2) o2(en—2) on(en—2)

o1(ez o2(e2 on(e2

O'l(enTl) O'Q(enTl) Un(e%)

o1(en—3) o2(en—3) -+ oplen—3)
entao a matriz de Gram associada é dada por

W
_ t_ 1
G2—M2M2—< W2>’
2 -1
2 -1
2 -1
1 0 0
onde W7 =1 0 2 =1 |eWy= 2 -1 é uma ma-
0 -1 -1 2
-1 2
-1 2

triz quadrada de ordem n — 3.

Temos que a matriz N1 é a matriz N da Proposicao 2 com algumas linhas permutadas, assim a
matriz G2 é a matriz de Gram resultante desta permutacao.

Proposicao 3: Seja A C Og um Z-médulo com Z-base

{’UJO, Wi, ,’U}n_l},

onde
(1) wo = 2ep + 2ep,—1, w1 = 2ep + 2e1, wo = —2eg + 2e1 + 2€5_1;
(2) para j = 3,7, -+, 2513,
Wj = €j + €512 — en—j—2 — En_j; Wil = €j41 + €43 — €n—j—3 — €n—j—1;
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Wjt2 = €j — €42+ €n—j—2 — €n—j;  Wj43 = €41 — €43 + €n—j—3 — €n—j—1;
(3) para j = "5,

Wj =€ + €542 — en—j—2 — €n_j; Wiyl = —€2+ €41 — en—j—1 + €en_2;

Wjt2 = €5 — €j42 +€n—j2 — €n—j;  Wjt+3 = €2+ €j+1 — En—j—1 — €n—2;

(4) para j = 52,

wj =ej_3+2ej 2—€2—e2+2ej 1+e;;  wit1 =ej_4+2e;_3—€j2—ej_1+2¢e;+ej1;

Wjq2 = 26]'71%—6]‘;95’)—61172—62—€j+2€j+1; W43 = —€j_4—€j_2—2en 2—2€3—€j 1—€j11;
;. nt n+
(5) para j = %= RS .. — 4,

Wj = en—j + 2en_j41 — en—jp2 — €j_2 + 2ej_1 + ¢€j;

Wiyl = €pn—j—1+2€n_j —en_jr1 — €j_1 + 2¢e; + €j11;

Wjy2 = 2€n_j_1 — €n—j — en—jr2 — €j_2 — € + 2ej41;

Wj43 = —€p_j1 — €n_jt1 — 2€p_j12 —2€j 2 —€j_1 — €j41.

r—1 r—1
Se a = 3, entdo o reticulado 2\/ﬁaa(fl) CR¥ ", onde r é par, é um reticulado Z*  rota-

cionado.

Na demonstracao é dada uma matriz T' de modo que o reticulado com matriz geradora
S =(1/v/3")T N1 A (Ny é a matriz do Lema 1 e A é a matriz da Proposigao 2) possui matriz de

Gram G = 12[3--1. Portanto, S1 = (1/2V3"t1)T Ny A é a matriz geradora do reticulado ZST_l,

onde
o1(wo)  oz(wo) -+ on(wo)
TN, = | orlw) oa(wr) e on(wn)
o1(wn-1) o2(wn-1) on(Wn-1)

e segue o resultado.

1

24 /3r+l g
3, entao a distancia produto minima relativa satisfaz

Proposicao 4: Se A = o(A) C R?’Pl, onde r é par, com a ¢ A como na Proposicao

_p3r—1

dprer(A) > 2737 37— (1)

Dado =z € A temos que N(x) € Z, logo mingrzea|lN(z)] > 1 Como
N(a) = 337", segue que d min(0a(A)) = V/N(a)mingzzea|N(z)] > V33", Portanto, a
distancia produto minima relativa satisfaz

]. 1 r—1 —1"37‘71
dp re (aa A) P — D h A
pre \gygrm7eM)) 2 g

e segue o resultado.
A Tabela 1 apresenta um limitante inferior para a distancia produto minima normalizada
dado pela Inequagao (1) para a familia de reticulados Z" rotacionados obtidos na Proposigao 3.

Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos uma nova familia de reticulados Z" rotacionados em dimensao
n = 3""1 onde r é par. Como as constelacdes foram construidas usando Z-médulos, o célculo
da distancia produto minima nem sempre é uma tarefa facil, o que ndo aconteceria se ao invés
de Z-médulos trabalhdssemos com ideais principais (Teorema 7 e Corolario 1). Assim, estabele-
cemos um limitante inferior para a distancia produto minima nos reticulados construidos. Uma
perspectiva futura é expandir a construgao para r impar e assim completar a dimensao poténcia

de 3.
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r no {dpra(Z) (>)
2 3 0.166667
4 27 0.055555
6 243 0.018518
8 2187 0.006172
10 19683 0.002057
12 177147 0.000685
14 1594323 0.000228

Tabela 1: Limitante para a distancia produto minima relativa de Z", onde n = 3"~! e r é par.
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