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Resumo: Neste trabalho vamos apresentar novas interpretacées combinatorias utilizando ladri-

lhamentos, [1, 3, 2], para identidades que envolvem os nimeros de Jacobsthal e Jacobsthal-Lucas,

[5, 4]-
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1 Definicoes

O n-ésimo nimero de Jacobsthal é definido por

generalizando obtemos os nimeros da forma

s+1

)
onde n > 0 é um numero natural e s > 0 é um nimero real. Ainda podemos defini-los pela
relacao de recorréncia

JE=0,J =1,J8 = (s — 1)J5 4 +8J5 5, n>2.

O n-ésimo niimero de Jacobsthal-Lucas ¢é definido por

gn=2"+(=1)",

generalizando obtemos os niimeros da forma
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Jn=s"+ (=",

onde n > 0 é um numero natural e s > 0 é um numero real. Ainda podemos defini-los pela

relacao de recorréncia
Jo=2Ji=s—-1Ljn="(s—1)jp_1+5jp o n=2

2 Interpretacoes

Considere a;, o n—ladrilhamento de ordem 1 x n com quadrados de s — 1 cores distintas e
dominds de s cores distintas. Podemos definir a;, = J;;, 1, paran > 0, uma vez que ag = J{ = 1,
equivalente ao ladrilhamento vazio; af = J§ = s — 1, correspondente aos quadrados de s — 1

2 _ s+ 1, correspondente a dominds de s cores distintas adicionado

cores distintas, a3 = J3 = s
a (s-1)(s-1) correspondente ao 2-ladrilhamento formado por dois quadrados; e assim por diante.

O primeiro resultado abaixo segue da generalizagao da identidade (1.7) em [4] :

To= 3 ("_1 ‘T) S(s— 1) (1)

r=0

Teorema 1. Para n > 0, seque que

= (”‘)( -1

>0
Demonstracao: No lado esquerdo da igualdade temos o ladrilhamento de tamanho n. Con-
sideremos agora o numero de ladrilhamentos de tamanho n com exatamente r dominds. Entao,
esses ladrilhamentos tem n — 2r quadrados, onde cada um pode ser de s — 1 cores diferentes.

.~ . . n—r .
Portanto n — 2r + r = n — r posicoes a serem preenchidas e assim temos ( ) maneiras de

r
escolher em qual posicao fica os dominds e s” maneiras de escolha da sua cor. Desta forma,
existem (" ")s"(s —1)"~ %" ladrilhamentos com exatamente 7 dominds. (Observermos que r nao

ultrapassa o valor de |n/2].) Somando em r obtemos o resultado desejado.

Através da identidade

n J? —(s=1)" 12 —s5+1)
> Ji(s =t = (2)
k=2 5
fazendo k =k — 1 e n = n + 1 segue que
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s —(s—=1)" 82 — s
oy — (5= D" +1) "

S

> (s~ 17 =
k=1

ou ainda,

Tipigy — (5— 1) — s(s —1)"

S

Z Jia(s = 1) =
k=1

Mas temos para k = 0, 522:0 i (s— Dk =s(s —1)"

e, portanto, temos o seguinte resultado.

Teorema 2. Para todo n > 0,

n
s) ai(s =)' F=ajy— (s —1)"" (5)
k=0

Demonstracao: O lado direito da igualdade (5) é o nimero de (n+2)-ladrilhamentos com
quadrados de s — 1 cores distintas e dominds de s cores distintas, excluindo o ladrilhamento
contendo apenas quadrados .

Considere agora a localizacao do dltimo dominé. Existem s(s— 1)”"“(12 ladrilhamentos onde
o tltimo dominé cobre as células k+1 e k+2, uma vez que as células de 1 a k sao ladrilhadas de af
maneiras, as células k41 e k+2 sao cobertas por um dominé de uma das s cores disponiveis, e as
células de k+3 até n+2 sido cobertas por quadrados de (s —1)"~* maneiras. Portanto, o niimero

de ladrilhamentos com pelo menos um dominé é s(s—1)""¥a3+s(s—1)""*a+...4+s(s—1)"Fa,,
n

ou equivalentemente s Z ai(s —1)" k.
k=0
O
Teorema 3. Para todo n > 0,
S S s S . S
A Gnt1 + $QpQpm—1 = Cmynt1 (6)

Demonstracao: O lado direito da igualdade (6) é o nimero de (m+n+1)-ladrilhamentos.
Consideremos agora as condi¢oes de decomposi¢ao de um ladrilhamento. Se um (m+n+1)—
ladrilhamento é separdvel na célula m, entao podemos criar um m-ladrilhamento seguido de um

(n + 1)—ladrilhamento. Existem a;,a;_ ; nimeros de termos um (m + n + 1)—ladrilhamento

separdvel na célula m.
Caso contrario, existirda um dominé cobrindo a células m e m + 1. Entao podemos criar um

(m — 1)—ladrilhamento seguido de um dominé e um (n)—ladrilhamento. Isso pode ser feito de

S

sayay, 1 maneiras. Desde que, nao é possivel um ladrilhamento ser separdvel e nao separdvel na

célula m, simultaneamente, existem ay,a; , | + sa;a;, | ladrilhamentos de tamanho (m +n +1).
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O
Coroldrio 4. Para todo n > 0, af, divide >« s ‘a3;.
Teorema 5. Para todon > 1,
(a3)* = app105y + (-1)"s" (7)

Demonstragao: Temos (a$)? ladrilhamentos para um par de n-ladrilhamentos. Também
temos a;, ja;_; ladrilhamentos para um (n + 1)—ladrilhamento e um (n — 1)—ladrilhamento
(colocados um sobre o outro). Vamos dividir a prova em dois casos dependendo da paridade de
n. Se n é impar, entao existe pelo menos um quadrado nos dois ladrilhos e portanto o par de n-
ladrilhamentos contém uma falha e consequentemente um cauda. Portanto, trocando as caudas
do ladrilhamento obtemos um (n+1)—ladrilhamento e um (n—1)—ladrilhamento com as mesmas
falhas. KEssa correspondéncia é biunivoca entre todos os pares de n-ladrilhamentos contendo
falhas e todos os pares de (n+ 1)—ladrilhamento e (n — 1)—ladrilhamento . No entanto devemos
descontar os pares de (n+ 1)—ladrilhamento e (n —1)—ladrilhamento contendo apenas dominds,
pois estes nao contém falhas. Ou ainda, devemos descontar os s{"F "7} = & ladrilhamentos
formados apenas por dominés de s cores distintas. Logo temos (a3)? = af ja5_; — s™

Quando n é par, aplicamos o mesmo argumento anterior para obter uma correspondéncia
biunivoca entre todos os pares de n— ladrilhamentos e todos os pares de (n + 1)—ladrilhamento
e (n—1)—ladrilhamento contendo falhas. Nesse caso, o ladrilhamento contendo apenas dominds
¢é o tunico ladrilhamento de um par de n—ladrilhamentos sem falhas. Logo temos que descontar

2

os s" ladrilhos de (a3)?. Assim temos (a3)? — s" = ay 10y 1, 0 que completa a prova.

O

Agora vamos dar uma interpretacdo combinatdria para os numeros j; de Jacobsthal-Lucas
Generalizado. Para tanto defina j, como a quantidade de braceletes com n posi¢oes rotuladas

no sentido horério, usando quadrados de (s — 1) cores e dominés “curvos”de s cores distintas.

Lema 6. Para todon > 1,

-S

Jn = ap + sap_. (8)

Demonstragao: Existem jJ n-braceletes e estes sao de dois tipos: em fase ou fora de fase.
Dado um n-bracelete em fase, podemos “esticéd-lo”em um n-ladrilhamento, logo existem a; n-
braceletes em fase. Para o caso de um bracelete fora de fase, podemos remover o dominé que
cobre as celulas n e 1 e portanto obtemos um ladrilhamento de comprimento n — 2. Portanto,

como existem s possibilidades de cores para este domind, o niimero de n-braceletes fora de fase

s
n—2
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O

Teorema 7. Para todon > 1

= () o)

>0
Demonstragao: Do lado esquerdo da igualdade (9) temos braceletes de tamanho n. Por
outro lado, considere braceletes com exatamente r dominés. Com a mesma argumentagao do
lema (6) temos que existem <n ; T) s"(s—1)""?" braceletes em fase e <n ;i; 1) s"(s—1)"2"

braceletes fora de fase. Uma vez que

<n -r- 1>Sr(8 - 1)71727“ — r <TL - T) ST(S - 1)n72r’
r—1 n—r T

temos, somando em r, que o numero de braceletes de tamanho n é dado por

> [(an)ST(S _yr g nir <nr7“>sr(8 B 1)n2r] _

r>0

anrcf)s%s—l)”—”

r>0

como desejado.

Teorema 8. Para todo n > 0,

(s +1)%a = j5 o+ 53 (10)

Demonstracao: Considere S o conjunto contendo (s+1)? cépias de cada n—ladrilhamento
e Sz o conjunto formado pelos (n + 2)— braceletes ou duas cépias de cada n— bracelete. Temos
que |S1| = (s + 1)%2a, e |Ss| = jni2 + 2j,. Para provar essa identidade vamos estabeler 1-9
correspondéncia entre os conjuntos S e Sa.

Dado um n—ladrilhamento podemos criar naturalmente 4 tipos de braceletes:

1.A quantidade de (s —1)(s — 1) (n+ 2)— braceletes em fase terminados em dois quadrados
inseridos;

2.A quantidade de s (n + 2)— braceletes em fase terminados em um dominé inserido;

3.A quantidade de s (n + 2)— braceletes fora de fase com um dominé inserido nas células
(n+2,1);

4. (n)—bracelete em fase concatenando as células n e 1.
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Ainda estao faltando dois tipos de braceletes: (n)—braceletes fora de fase e (n+2)—braceletes
em fase terminados em quadrado com um dominé inserido cobrindo o par de célula (n,n + 1).
Note que a construcgao de tais braceletes depende do n—ladrilhamento tomado.

Se o n—ladrilhamento termina em quadrado entdao criamos um (n + 2)— bracelete em fase
terminado em quadrado inserindo um dominé cobrindo o par de célula (n,n+1). Teremos entao
s (n + 2)— braceletes desta forma.

Se o n—ladrilhamento termina em dominé entdo criamos um (n)—bracelete fora de fase
rotacionando o bracelete em uma célula no sentido horario. Tomando s cépias deste bracelete
teremos s cépias do n—ladrilhamento terminado em domind, que adicionado as s copias do
n—ladrilhamento terminado em quadrado necessarias para fazer o (n + 2)— bracelete em fase
terminado em quadrado resultam em s cépias de a,.

No entanto, para termos o total de n— braceletes, j,, é necessario tomar s cépias do bracelete
do tipo descrito no item 4. Assim, terfamos o total de j; o + sj; braceletes sendo levados

bijetivamente a (s — 1)(s — 1) + s + s + s + s = (s + 1)? cépias de cada n—ladrilhamento.
O

Utilizandos os mesmos argumentos demonstramos, via ladrilhamento, as seguintes identida-

des generalizadas encontradas a partir das identidades dadas em [4].

Teorema 9. Para todo n > 0,
n
sy Jils—1)"F = s, — (s — )" (11)
i=0

Teorema 10. Para todo n > 0,

In410n = Q341 (12)
Teorema 11. Para todo n > 0,
(s = Dap_1 + jp, = 2a;, (13)
Teorema 12. Para todo n > 0,
P = (s = 1) "5, (14)
i>0
Teorema 13. Para todo n,m > 0,
Jwdn A+ (s +1)2ah, qas 1 =235, (15)
Teorema 14. Para todo n > 0 temos
Op—1+ap = s" (16)
DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0221 010221-6 © 2015 SBMAC

6


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0221

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

Teorema 15. Para todo n > 0,

n

@3 = Y (s —1)s"aj;. (17)
i=0

Notemos que todas as identidades em [4] podem ser vistas como corolarios das identidades

generalizadas e portanto podem também ser demonstradas via ladrilhamento.
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