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Resumo: FEste trabalho tem como objetivo desenvolver e aplicar um método tedrico e compu-
tacional eficiente para o estudo quantico ndo-relativistico de colisées atomicas e moleculares. O
método € baseado no formalismo variacional da matriz R e no método do elemento finito para
expansao da funcdo de onda em termos de um conjunto finito de funcgoes de base locais, que
apresenta como vantagem a possibilidade do desenvolvimento de um algoritmo de inversao de
matrizes que reduz significativamente o tempo computacional no cdlculo da matriz R. Calcula-
mos o comprimento de espalhamento para a colisdo eldstica entre os dtomos de rubidio e césio,
e as probabilidades de transicao mo processo colinear H+ Hy — Ho + H. A eficiéncia da me-
todologia utilizada foi avaliada comparando nossos resultados com diversos outros previamente
publicados na literatura.
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1 Introducao

O estudo do processo de colisao entre dtomos e moléculas é fundamental para o entendimento
de um enorme conjunto de fenébmenos que englobam desde a quimica atmosférica e o processo
de combustao quimica até fendmenos que ocorrem em meio estelar ou em gases ultrafrios. Ao
contrario de sistemas ligados onde as particulas do sistema estao restritas em uma regiao do
espacgo, em processos de colisdo as particulas do sistema estao livres para se propagar em toda
a regiao do espaco de configuracoes e nao busca-se determinar as energias, que assume valores
continuos ao invés de discretos, sendo agora uma condig¢ao inicial do problema. Neste caso
deseja-se obter as quantidades fisicas assintéticas como secao de choque e probabilidades de
transicao.

Nosso objetivo nesse trabalho é desenvolver e aplicar um método tedrico e computacional
eficiente para o estudo quantico nao-relativistico de colisdes atomicas e moleculares. O método
¢é baseado no formalismo variacional da matriz R para estados nao ligados, que seréd apresentado
na se¢ao 2. Também empregamos o método do elemento finito (MEF), a ser apresentado na
se¢ao 3, para expansao da fungao de onda em termos de um conjunto finito de fungoes de base
locais, que possibilita o desenvolvimento de um algoritmo de inversao de matrizes reduzindo
significativamente o tempo computacional no calculo da matriz R. As aplicagOes sdo apresenta-
das na secao 4 onde calculamos o comprimento de espalhamento da colisao fria entre o Rubidio
e o Césio. Adicionalmente, calculamos as probabilidades de transicdo, para a reacao colinear
H+ Hy — Hs + H.
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2 Problema Molecular

Operador hamiltoniano para um sistema com N particulas de massa M, é dado por

O R& 1,

7j=1
onde V(x) é a superficie de energia potencial. Resolver a equacao de Schrodinger é equivalente
a encontrar o extremo do seguinte funcional

J[0] = /w*(x) {ff - E} U(x)dv 2)

onde devemos expandir a func¢ao de onda, ¥(x), em um conjunto de fungdes de base { f;}.

No caso de sistemas ligados a condigao de contorno implica que a funcao de onda deve se
anular numa superficie 4. Por outro lado, as propriedades fisicas que caracterizam os estados
de espalhamento conduzem a uma condi¢ao de contorno diferente. Formalmente, esta diferenca
na teoria de espalhamento é evidenciada dividindo o espago das coordenadas em duas regides: a
regiao exterior, ou assintdtica, em que a solucao analitica da equagao de Schrédinger é conhecida,
e a regiao interior, ou de interacao, onde o processo de colisao é essencialmente governado pelas
forcas de curto alcance entre as particulas. O formalismo variacional da matriz R especifica que

U(x) = /dx’R(x;x’)‘lﬂS(x’) , (3)
A

onde R(x;x’) relaciona os pontos x e x' em A e é chamado de nicleo da matriz R que estd
conectado a matriz S que, por sua vez, estd diretamente associada as quantidades fisica de
interesse [10]. Assim, aplicando a condi¢ao acima na equagao (2) obtemos a expressao para o
nicleo da matriz R dado por

/ hQ -1 !
R(x;x') = 5 £(x) H-EO] ' 1(x)) (4)

onde H e O s@o as matrizes hamiltoniana e superposigao, respectivamente, e f(x) é o vetor das
fungdes de base {f;}.

Notadamente, um grande esfor¢o computacional é requerido, tanto no calculo dos elementos
da matriz H— EO como na sua inversao para obtencao do nicleo da matriz R. Considerando que
uma matriz tem dimensao p x p, o esforco computacional na inversao cresce com p3 [8]. Portanto,
a eficiéncia do calculo numérico dependera de uma escolha correta das fungoes de base que serao
utilizadas para expandir a funcao de onda do sistema. Como veremos na préxima se¢ao, o
método do elemento finito faz com que as matrizes H e O fiquem bastante esparsas e fornece
um eficiente algoritmo de inversao de matrizes.

3 Meétodo do Elemento Finito

O método do elemento finito (MEF) no caso unidimensional consiste em dividir o intervalo de
integragao [a,b] em N, elementos, sendo o i-ésimo elemento definido no intervalo de ¢;—1 até ¢;
com go = a e qn, = b, e a funcao de onda é expandida da seguinte forma:

Ne ki L
U(g)=> > difila), (5)

i=15=0

onde as funcgoes de base { f;f (q)} satisfazem a propriedade f;f (q9) =0seq ¢ [gi-1,q]. O parametro
k; é a mais alta ordem dos polindmios associados com i-ésimo elemento, f]’(q) é a j-ésima funcao
de base do mesmo elemento e {c;} sao os coeficientes da expansao.
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A representacao matricial B de qualquer operador local B é obtida empregando-se o forma-
lismo variacional. Devido ao fato das funcoes de base do MEF serem locais, tal representacao
matricial assume uma forma tridiagonal em blocos:

[ B! b! 0 0 0 |
(bHf  B? b2 0 0
0o ®) B b?
B = (6)
0 (b 0
: : . BN bV
0 0 0 (bNe)l BNt
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onde B’ e b’, com i = 1,... N, sao submatrizes quadradas de dimensao k; x k; e

BNe-H _ BNe )
kN, k.

Agora estamos interessados em desenvolver uma técnica para inverter a matriz B =H— FO
necessaria para obtencao do nicleo da matriz R conforme o formalismo variacional desenvolvido
na secao 2. Conforme vimos, para o caso unidimensional, utilizando o MEF a matriz B assume
uma estrutura em blocos dada pela expressao (6). Usando a notagao do método do elemento
finito, a inversa de B pode ser escrita como

Cl 1 Cl 2 Cl Ne+1
) C2 1 CQ 2 CQ Ne+1
C=B = ) )
CNE—H 1 CNe+1 2 CNE—H Ne+1

Como na p-MEF somente uma funcao de base que expande a funcdo de onda serd diferente de
zero no ultimo né da malha o vetor das fungoes de base assumird a forma

flgv)=[0 0 -+ 1]

Devido a essas propriedades, utilizando a p-MEF para expandir a funcao de onda, obteremos o
nicleo da matriz R do sistema em questao, dada pela equagao (4), como

h2
R = 7CN6+1 Ne+1 )
2

Portanto, precisamos apenas do ultimo bloco da inversa da matriz B para obter o ntcleo da
matriz R. O processo de inversao que desenvolveremos a seguir visa calcular somente este ultimo
bloco da matriz inversa.

O método de partigao de matrizes visa inicialmente inverter matrizes de ordem tao grande que
todos os seus elementos nao podem ser armazenados na memoria do computador. Consideremos
o problema de obter a inversa, Y, de uma matriz quadrada X que é particionada como

X — [Xn X12} Y Y12]

Y=X!=
Xgl X22 |:Y21 Y22

sendo X1; e Xg9 submatrizes quadradas e nao-singulares, e as submatrizes de Y tém a mesma
dimensao que as submatrizes de X com indice correspondente. Em particular o tltimo bloco da
matriz inversa é dado por

Yoo = (X22—X21X1_11X12)_1

010215-3
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Aplicamos agora o procedimento de inversdo de matriz por blocos para calcular o ultimo
bloco da inversa da matriz B. Sendo assim definimos:

B' bl o0 0 |
(bhHf  B? b2 :
Xu=1 0 ®) . 0 . Xy =B
: ) . BNe—1 pNe-1
I 0 0 (bNe—l)T BNe_
“ o0 1
0
Xpp=| : e Xo1=[0 0 --- 0 (bY)f] .
0
bV

O 1iltimo bloco da matriz inversa é definido como Y5y ™ = CNet! Netl gendo dado por
_ -1
Y = (X2 — X21X111X12)
-1
= (BYH M)yt (7)

onde Yévj é o ultimo bloco da matriz inversa de Xi;. Portanto, podemos utilizar novamente
o método de particdo para obtermos este bloco. Para tanto redefinimos as matrizes X1, Xo9,
X192 e X917 de modo que o ultimo bloco da matriz inversa fica entao dado por

_ 1
Yo = (X22—X21X111X12)

_ (BNe _ (bNe—l)’rYéV;—lee—1>_1 7

onde Yévf_l é o dltimo bloco da inversa da matriz X1 redefinida. Assim, percebemos que, de
forma geral, para se obter um bloco Y}, devemos calcular o bloco Y;;l através da expressao

geral:
. . . . . —1
Yi, = (B = (b )hyignit) (8)

comegando com Y3, = (BY)~1.

4 Aplicacoes

Todos os célculos dessa segao foram feitos usando uma implementagao computacional em Fortran
baseada no formalismo variacional da matriz R e na versao-p do método do elemento finito (p-
MEF) apresentados nas segoes 2 e 3, respectivamente. Também em todos os célculos com a
p-MEF a ordem dos polinémios empregada foi a mesma para todos os elementos da malha (i.e.,
k; = constante, Vi).

Comegamos a secao apresentando dados sobre o comprimento de espalhamento, a, para a
colisdo eldstica entre o dtomo de césio (1*3Cs) e o dtomo de rubidio (3*Rb e 8"Rb) frios —
com temperaturas préximas ao zero absoluto —, interagindo via o estado fundamental (X'X)
da molécula RbCs. Para uma onda parcial com | = 0, resolvemos o problema de inversao de
matriz dado pela equagdo (4) encontrando a matriz R para essa onda parcial, e calculamos o
deslocamento de fase dp e sua tangente (veja detalhes em [10]). Consideramos a energia, F, da
ordem de 10730 hartree garantindo um k = /2uF/h? (onde p é a massa reduzida dos niicleos)
bem pequeno de modo que a é calculado pela sua definicado dada pela equagao

1
—C — lim [k :
a k1_r)1%[ cot o] ; 9)
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Tabela 1: Influéncia do valor da separagao maxima, 7,4:, na convergéncia do comprimento
de espalhamento, a, ambos em bohr, para a colisio Rb—Cs no estado X'X%, calculado com
potencial de Jamieson et al [5]. Massa, em unidades de massa atomica: m(133Cs) = 132,905447
w.a.; m(®Rb) = 84,9117893 w.a.; m(®"Rb) = 86,9091835 u.a..

85Rb_ 133 Cs 87Rb_ 133 Cs

Tmaz a a

200 67,6489 83,8008
300 50,2289 69,5049
400 44,5831 64,5238
500 42,3731 62,5026
600 41,3493 61,5461
700 40,8135 61,0385
800 40,5067 60,7450
900 40,3188 60,5639
1000 40,1972 60,4461
1200 40,0579 60,3102
1400 39,9862 60,2398
1600 39,9456 60,1997
1800 39,9208 60,1753
2000 39,9050 60,1595
6000 39,8634 60,1180

esse valor é, por exemplo, bem menor do que o valor considerado por Zanelatto et al [11]
que considerou a energia da ordem de 1073 hartree. Para alcancar uma boa acuricia nos
resultados com o p-MEF foi usada uma malha equidistante com N, = 60 no intervalo [0, 40]
bohr, N, = 50 no intervalo [40, ry,q,] bohr e k; = 30, garantindo um fator de convergéncia, Aa =
|a(Ne, ki) —a(Ne, ki—1)|, de pelos menos cinco casas decimais, onde a(Ng, k;) é o comprimento de
espalhamento como funcao dos parametros da base (NN, e k;). A dimensao da matrizB = H—FEO
é (Ne-ki+1) x (Ne-k; + 1) e seu dltimo bloco tem dimensao 1.

Utilizamos a curva de energia potencial proposto por Jamieson et al [5] que usaram seus dados
de curto alcance calculados ab initio conectando-o, em 17,9524 bohr, a expressao analitica para
longo alcance. A fim de fazer uma conexao suave entre as duas partes do potencial juntamos o
valor do potencial de longo alcance em 17,9524 bohr aos pontos calculados ab initio utilizando
um esquema de interpolagao do potencial de curto alcance por spline ciibica. Jamieson et al
[5] usaram o método de Numerov para resolver a equacao de Schrodinger radial para pequenos
valores assintéticos do numero de onda, k, determinando o comprimento de espalhamento a
partir de uma expansao. Empregando seu potencial proposto, eles obtiveram o valor de a =
40, 24 bohr, para a colisdao 3Rb—133Cs, e, a = 60, 18 bohr, para a colisdao 3" Rb—'33Cs. Por sua
vez, Zanelatto et al [11] também usaram o método de Numerov para determinar o comprimento
de espalhamento. Empregando o mesmo potencial, eles obtiveram o valor de a = 40, 357 bohr,
para a colisdo ®Rb—133Cs, e, a = 60, 610 bohr, para a colisao 3’ Rb—133Cs. Também empregando
o mesmo potencial, mostramos na Tabela 1 a influéncia do valor da separacdo maxima, ryqz,
na convergéncia do comprimento de espalhamento para as colisdes 3°Rb—133Cs e 8"Rb—133Cs.
Podemos notar na tabela que os presentes resultados convergem para um valor bastante préximo
dos obtidos por Jamieson et al e Zanelatto et al para uma larga separagao méaxima; a melhor
concordancia é alcangada em torno de 7,4, = 1000 bohr.

Agora testamos a metodologia computando as probabilidades de transicdo para uma reacao
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Tabela 2: Probabilidades de transigao ineldstica e reativa selecionadas (v; — vp) em algumas
energias, F/, para o sistema H 4+ Hy ena superficie de energia potencial LSTH. Nossos presentes
resultados com a p-MEF usam pp,q, = 20 bohr, N, =200 e k = 6.

Transicao E [eV]  Presente SKVT
Ineldstica 0 —0 0,500 0,917 0,917
1,100 0,171 0,172
1,400 0,299 0,300
0,800 6,17x1072 6,22x1072
1—1 1,100 0,123 0,123
1,400 8,70x1072 8,74x1072
22 1,400 0,158 0,157
Reativa 0—1 1,100 0,381 0,380
1,400 0,225 0,224
0,800 4,22x107° 3,74x107°
1—1 1,100 0,344 0,344
1,400 0,304 0,305
0—2 1,400 0,107 0,107
1—2 1,400 0,125 0,126
22 1,400 0,482 0,482

T Resultados do principio variacional de Kohn da matriz S [6]

colinear. Restringimos nossa atencao em processos quimicos do tipo

H + Hy(vp) (eldstico/ineléstico)

H + Hy(vi) — { Ho(vp) + H (reativo)

usando a superficie de energia potencial LSTH [9]. A formulagao variacional adiabdtica do
problema empregando coordenadas hiperesféricas permite efetuar os cédlculos em duas etapas
(veja detalhes em [2]). Primeiro diagonalizamos uma matriz a fim de encontrarmos os autovalores
e autofuncgoes do problema hiperangular para cada valor do hiperraio. Para isso usamos a p-
MEF unidimensional com a malha otimizada [7]. A segunda etapa é a obtencao da matriz R
hiperesférica usando os valores obtidos no problema hiperangular. Para fazer isso, nds usamos
a p-MEF com malha uniforme e a técnica de inversao de matrizes vista na secao 3. Neste caso,
a matriz B =H — EO tem dimensao (N - k; + 1) -n x (Ne - k; + 1) - n e seu ultimo bloco tem
dimensao n X n, onde n é o numero de fungoes hiperangulares [2]. Por fim, as probabilidades
de transicdo P, (E) = |Sy,up|? sio computadas a partir da matriz S que estd diretamente
relacionada com com a matriz R.

Para checar a acuracia da metodologia, na Tabela 2 é mostrado algumas probabilidades de
transicao elastica e inelastica para diferentes valores de energia e comparadas com os resultados
acurados obtidos usando um método independente do tempo baseado no principio variacional
de Kohn da matriz S (SKV) [6]. Em nossos resultados apresentados foi escolhido um hiperraio
maximo de 20 bohr com o parametro N, = 200 e k; = 6 para calculos. Note que eles estao em
excelente concordancia com os resultados acurados usando a SKV. As diferengas entre nossos
resultados sao comparaveis com as diferencas entre os resultados SKV e os célculos utilizando
outros métodos tal como a aproximacgao de Hartree dependente do tempo de multi configuracao
[4], o formalismo do pacote de onda independente do tempo [3] e a formulacao do pacote de
onda real dependente do tempo [1].

5 Conclusao

Ivamos m T ue n resu ncordaram com outr stante precis
Observamos, de modo geral, que nossos resultados concordaram com outros bastante precisos
previamente publicados. Apontamos que o procedimento é suficientemente acurado mesmo em
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distancias interatomicas muito grandes, tipicamente da ordem de milhares de bohr. Também
apontamos que as matrizes hamiltoniana e superposicao precisam ser construidas somente uma
vez e entao, armazenadas na memoéria do computador, podem ser utilizadas para calcular as
informacdes de espalhamento em qualquer energia. Além disso, a presente metodologia permite
determinar todas as probabilidades de transicdo reativa e ineldstica em um unico calculo para
cada energia, distinto dos métodos dependentes do tempo onde usualmente é necessario realizar
diversas propagacoes do pacote de onda. Enfatizamos que, usando as propriedades da p-MEF,
podemos implementar um eficiente algoritmo para obtencao da matriz R baseado numa técnica
de inversao de matriz que usa pequenos blocos da matriz, onde sao necessarios manter na
memoria do computador apenas os blocos nao nulos da matriz. A vantagem é que isso reduz o
esforco requerido para inversao da matriz, que geralmente é bastante grande em aproximagoes
variacionais.

Referéncias

[1] S. K. Gray and G. G. Balint-Kurti, Quantum dynamics with real wave packets, including
application to three-dimensional (J = 0)D+Hy; —HD+H reactive scattering, J. Chem.
Phys., 108 (1998) 950.

[2] M. N. Guimaraes e F. V. Prudente, A variational adiabatic hyperspherical finite element R
matrix methodology: General formalism and application to H4+Hy reaction, Eur. Phys. J.
D., 64 (2011) 287.

[3] Y. Huang, S. S. Iyengar, D. J. Kouri e D. K. Hoffman, Further analysis of solutions to the
time-independent wave packet equations of quantum dynamics. II. Scattering as a conti-
nuous function of energy using finite, discrete approximate Hamiltonians, J. Chem. Phys.,
105 (1996) 927.

[4] A. Jackle e H.-D. Meyer, Reactive scattering using the multiconfiguration time-dependent
Hartree approximation: General aspects and application to the collinear H+Hy —Hs+H
reaction, J. Chem. Phys., 102 (1995) 5605.

[5] M. J. Jamieson, H. Sarbazi-Azad, H. Ouerdane, G.-H. Jeung, Y. S. Lee e W. C. Lee, Elastic
scattering of cold caesium and rubidium atoms, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys., 36 (2003)
1085.

[6] W. H. Miller, Recent advances in quantum mechanical reactive scattering theory, including
comparison of recent experiments with rigorous calculations of state-to-state cross section
for the H/D+Hy —Hy/HD+H reactions, Annu. Rev. Phys. Chem, 41 (1990) 245.

[7] E. M. Nascimento, F. V. Prudente, M. N. Guimaraes e Maniero A. M., A study of the
electron structure of endohedrally confined atoms using a model potential, J. Phys. B: At.
Mol. Opt. Phys, 44 (2011) 015003.

[8] W. H Press, S. A Teukolsky, W. T. Vetterling e B. P. Flannery, “Numerical Recipes in
Fortran 77: The Art of Scientific Computing”, Cambridge University Press, New York,
1992.

[9] D. G. Truhlar e C. J. Horowitz, Functional representation of Liu and Siegbahn’s accurate
ab initio potential energy calculations for H+Hs, J. Chem. Phys., 68 (1978) 2466.

[10] T. Y. Wu e T. Ohmura, “Quantum Theory of Scattering”, Prentice-Hall, Englewwood
Cliffs, 1962.

[11] A. L. M. Zanelatto, E. M. S. Ribeiro e R. d. J. Napolitano, Scattering lengths for Li—Cs,
Na—Cs, K—Cs and Rb—Cs ultracold collisions, J. Chem. Phys., 123 (2005) 014311.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0215 010215-7 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0215

