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Resumo: Primeiramente relembraremos, usando o formalismo do fibrado de Clifford (FFC)
de formas diferenciais e a teoria dos extensores agindo em CU(M,g) (o fibrado de Clifford de
formas diferencias), a formulagio da geometria intrinseca de uma variedade diferencidvel M
equipada com um tensor métrico g de assinatura (p,q) e uma conexdo compativel com a métrica
arbitraria V, introduzindo o campo (2 — 1)-extensorial de tor¢do T, o campo (2 — 2)-extensorial
de curvatura R e (uma vez fixado o calibre) o (1—2)-extensor de conexao w e o operador de Ricci
AN O (onde 8 é o operador de Dirac agindo em se¢oes de CL(M,g)) o qual apresenta grande
importancia nesse trabalho. Em sequida, usando o FFC daremos uma apresentacdo da geome-
tria Riemanniana ou Lorentziana de uma subvariedade orientdvel M (dim M = m) mergulhada
em wma variedade M (tal que M ~ R™ estd equipada com uma métrica semi-Riemanniana g
de assinatura (p,q), p+q=mn e com conexdo de Levi-Civita D) onde definimos uma métrica
g =1*g, ondei: M — Méo mapa inclusao. Provamos vdrias formas equivalentes do operador
de curvatura R de M [11]. Mostraremos um resultado muito importante, de que o operador de
Ricci de M € o (negativo) quadrado do operador de formato (shape operator do inglés) S de M
(objeto obtido aplicando-se o operador proje¢iao P a restricao sobre M do operador de Dirac d
de CO(M, §)). Também obteremos a relagdo entre o (1 — 2)-extensor de conexdo w e a biforma
de formato (do inglés shape biform) S (um objeto relacionado com S). Os resultados obtidos sao
usados para dar uma formulagdo matemdtica para a teoria de Clifford da matéria. Esperamos
que nosso trabalho seja til para geémetras diferenciais e fisicos teoricos interessados, e.g., em
teoria de cordas e branas e na teoria da relatividade, divulgando e expandindo resultados muito
importantes que aparecem na referéncia [5].
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1 Introducao

Neste trabalho usamos o formalismo do fibrado de Clifford (FFC) para analisarmos a geome-
tria Riemanniana e Lorentziana de uma subvariedade orientavel M (dim M = m) mergulhada
numa variedade M tal que M ~ R estd equipada com uma métrica semi-Riemanniana g (com
assinatura (p,q) e p+ q = n) e sua conexao de Levi-Civita D. Os resultados que citamos nessa
se¢ao podem ser encontrados em [11].

Para atingirmos nossos objetivos e exibirmos alguns resultados interessantes que nao sao bem
conhecidos (e os quais, e.g.,possivelmente podem ser do interesse para a descri¢ao e formulagao
das teorias de branas [7] e teorias de cordas [1, 4]) primeiramente relembraremos como formular
usando FFC a geometria intrinseca de uma estrutura (M, g, V) onde V é uma conexao geral de
Riemann-Cartan compativel com a métrica, i.e., Vg = 0 e os tensores de Riemann e de torcao
de V sdo nao nulos. Na nossa abordagem introduziremos (desde de que fixado um calibre no
fibrado das bases) um campo (1,2)-extensorial w : sec \' T*M — sec A>T*M intimamente
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relacionado com a 1-forma de conex@o que permite escrever uma féormula muito interessante
para a derivada covariante para qualquer se¢ao do fibrado de Clifford da estrutura (M, g, V).
Serd mostrado que w estd relacionado com S : sec A' T*M — sec A2 T*M a biforma de formato
da variedade.

Suporemos que M é uma subvariedade prdpria' de M na qual qual 2 : M — Méo mapa
inclusdo. Introduzindo coordenadas naturais globais (x!,...,x") para M ~ R" escrevemos g=
szzl m-jdmi ®dx! = mjda:i ®@dx! e equipamos M com a métrica pullback g := i*§. Nés entao
encontramos a relagao entre a conexao de Levi-Civita D de g e b, a conexao de Levi-Civita g.
Suporemos que g é nao degenerado de assinatura (p,q) com p+q=m

Cf(]\;_f ,&) e CL(M, g) denotam respectivamente o fibrado de Clifford de formas diferenciais de
M e M?. No que segue § = ;ijl 0" 82’ ® A aw] =Y BZ’ ® m (h] é a métrica de fibrado cotangente.
O operador de Dirac® C{(M,g) e C{(M,g) serd denotado por ded Tomel=n—me
{€1,€2, ..., ém, €m+t1, ..., Emi} uma base ortonormal para TU (U - M) tal que {61, €2,y €m} =
{é1,¢é2,...,ém} é uma base para TU (U C U) e se {6?1 02,....0m g+l Mt ¢ a base
dual de {e;} teremos que {6,602, ...,6™} = {6,642, ...,6™} ¢ uma base para T*U dual a base
{e1,e2,...,em} de TU. Teremos, como é bem conhecido [12]:

=)  0'De,=0Dc, 0= Y 0De=06De, (1)

Note que usamos os indices sub e sobrescritos em negrito para denotarmo as bases {e;} e {61}
do espaco tangente e cotangente de M. Esta notagéo é convenientemente usada neste trabalho
A base dual & base coordenada natural {-2; 557} serd denotada no que segue por {7 } onde, v*

dz'. Além disso, denotaremos por {é!,é%,...,é™} a base reciproca de {é;}, i.e., §(é',é;) = (5- e

por {91} a base reciproca de {01}, ie., f](éi, QJ) = 9’9 = Z . Também note que parai,j=1,...,m
vale g(Hi,Gj) = g(9’,9j) Escreveremos também g(Hi,Hj) =0 .0 = 6}. A representacao do

operador de Dirac & na base coordenada natural de M 6, S, o =, HZDeZ Note que

oz’
teremos 6™t =0, ..., émH‘ = 0, i.e., para qualquer campo vetorial @ € secTU ed =1, ...,1
M

M
teremos

Denotaremos também

o

)

. o m P} + o
=000 = Y . 0'De =0 (2)
a restricao de 8 na subvariedade M. O operador projecdo P (um campo extensorial®) em M, o
operador de formato S = 0P: secCL(M,§) — secCL(M,g) e a biforma de formato da variedade
M, S :secN'T*M — sec N2T*M, S(a) := —(a-0L,)I;} (onde 75 = I, = 016>---6™ é a
forma volume® em U C M ) sdo objetos fundamentais neste estudo.

'Por uma subvariedade prépria (ou regular [2]) M de M nos referimos a um subconjunto M C M tal que para
todo z € M no dominio de uma carta (U, o) de M tal que o : M NU — R"™ x {1},

o(x) = (z - 2™, 1", - 1™ "), onde 1 ER™™™.

?Para as aplicagdes do trabalho note que AT*M = @!_, \" T*M < Cl(M,g), onde o simbolo < significa
que para cada x € M, AT, M (o fibrado das formas diferenciais) estd mergulhado em C4(T, M,g.) e ATz M C
CUNT; M, gz).

3Note que o operador de Dirac usado nesse trabalho age em secées do fibrado de Clifford. Nao confundir com
o operador de Dirac que age em se¢oes do fibrado Espinorial (veja detalhes em [8]). Este tltimo operador pode
ser usado para examinar a topologia da brana, como mostrado em [9]

“Seguiremos aqui a notacio usada em [12]. Aqui, diferentemente das referéncias [5, 6, 13], usaremos os
operadores contragdes a esquerda e & direita 1 e L e o operador produto escalar (denotado por - ) agindo em segoes
do fibrado de Clifford. Também nossas convengbes para o tensor de Riemann fazem com que algumas equagoes
aparecam com sinais diferentes daquelas aparecendo nas referéncias ja citadas.

5Para uma apresentacdo da teoria dos campos extensoriais, veja, e.g., [12].

SA forma volume 75 para U cM serd denotada por I, = 6'6>...6™. A forma volume Tg em U C M serd
denotada por I,, = 0162 ... gmgmTL...gm+l = [ gmemtL... gmH
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Nos dedicamos a encontrar varias expressoes equivalentes para a biforma de curvatura R(u, v)
em termos do operador de formato. Relembraremos que a acdo do quadrado do operador de
Dirac 8 em secoes do fibrado de Clifford tem duas decomposicoes diferentes

0> =—(d6+6d)=d-9+ 0 Nd, (3)

onde d e § sdo respectivamente a derivada exterior e a coderivada de Hodge e 8 - 8, & A @ sao
respectivamente o Laplaciano covariante e o operador de Ricci. As formas explicitas de 8 - 8 e
9 N 9 sao dadas em [12] onde é mostrado que & A 8 é um operador extensorial e o resultado
notavel

AND O =R, (4)
onde os objetos R! = R;-@j € sec! T*M — sec CE(M ,&) com R; as componentes do tensor de

Ricci associado com D sao chamadas de campos de 1-formas de Ricci. Uma das principais
propostas deste trabalho é dar uma prova detalhada da notavel equacao

AAD (v) = —S2(v), (5)

que nos diz que operador de formato é a raiz negativa do operador de Ricci’.

2 Sobre os pequenos picos de Clifford

Podemos pensar que do fato de que & A 8 (v) = R(v) = —S?(v) quando pensada a luz da
Relatividade Geral junto com a teoria de branas nos permite dar uma formalizacao matematica
A intuicao de Clifford® apresentada em [3], que diz:

(1) As pequenas porgoes do espago sao de fato de uma natureza andloga a pequenos
picos em uma superficie na média chata; de forma que as leis ordinarias da geometria
nao sao validas neles.

(2) Que esta propriedade de curvatura ou distorgao é continuamente passada de uma
porcao do espaco para outra como uma onda.

(3) Que esta variagao da curvatura do espago é o que realmente acontece no fenomeno
que chamamos de movimento da matéria.

(4) Que no mundo fisico nada mais acontece além dessa variacao, sujeito (possivel-
mente) a leis de continuidade.

Vejamos como proceder. Seja’ (M, g, D, T4, T) um modelo de um campo gravitacional gerado
por um tensor energia momento T? := TH6* ® 6P descrevendo toda matéria do universo de
acordo com a teoria da Relatividade Geral. Como é bem conhecido a equacao de Einstein pode
ser escrita como

OND 07 = —T? + %T@a, (6)

onde 72 :="1T; g@b and 7 := T2, com T{. Se supusermos que a estrutura (M, g) é uma subvari-
edade de (M ~ R™, g) para n grande o suficiente podemos escrever a Eq.(6) como

1
S2(02) = T2 — 570" (7)

"Este resultado aparece (com o sinal positivo no segundo membro da Eq.(5) em [5]. Veja também [13].
Entretanto, leve em conta que os métodos utilizados nestas referéncias usam a dlgebra de Clifford de multivetores
e assim, comparagoes com os resultados 14 obtidos com as apresentagoes padroes de geometria diferencial moderna
usando formas diferenciais ndo sdo nada Sébvias, esta seja provavelmente a razdo do porqué desses importantes e
bonitos resultados apresentados em [5] foram infelizmente ignorados.

8Levando-se em conta, é claro, que diferentemente da ideia de Clifford, ao invés de uma teoria espacial da
matéria, precisamos falar numa teoria espago-tempo da matéria.

90 sfmbolo 1 significa que a variedade Lorentziana (M, g) é orientada no tempo. Detalhes em [12].
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Entdo, numa regidao onde ndao ha matéria S?(#2) = 0, apesar do fato de que S(62) = S(62)
pode ser ndo nulo. Entao, um ser vivendo num hiper-espaco R” e olhando para nossa brana-

mundo verd que os pequenos picos (i.e., “matéria”) sao formatos especiais em M, locais onde
S2(92) #£ 0.

3 Uma Equacao tipo Maxwell para um Brana-Mundo com um
Campo Vetorial de Killing

Quando (M, g) admite um campo vetorial de Killing A € sec T M entao segue de [10] que A = 0,
onde A = g(A, ) € sec! T*M < secCl(M,g). Neste caso podemos mostrar que o operador de
Ricci aplicado a A é igual a operdor D’Alembertiano covariante aplicado a A, i.e.,

AN A=9-8 A (8)

Agora, com a Eq.(3) na qual o quadrado do operador de Dirac 8? pode ser decomposto de duas
maneiras, conseguimos,

ANIA+D-0A=08A=—dsA—5dA 9)

Por fim, escrevendo F' = dA e levando em conta que dA = 0 a equacdo de Einstein pode ser
reescrita como

§F = 28%(A) (10)

e desde que dF = ddA = 0 podemos escrever a equacao de Einstein como:
OF = —2S%(A). (11)

A Eq.(11) nos mostra que numa brana Lorentzian M de dim 4 a qual contém um campo
vetorial de Killing A, a equacao de Einstein é codificada num “campo tipo eletromagnético” F
tendo como fonte uma corrente J = —2S%(A) € secCl(M, g).

4 Conclusoes

Neste trabalho, damos uma apresentacao da geometria de variedades usando o formalismo do
fibrado de Clifford, com a esperanca de prover uma referéncia 1til para pessoas (que conhecem
a teoria de Cartan de formas diferencias)!® e que estdo interessadas na geometria diferencial
de subvariedades M de uma variedade M ~ R™. Provamos em detalhes diversas expressoes
equivalentes para a biforma de curvatura R(u A v) e além disso provamos que o operador de
Ricci 8 A 8 quando aplicado a um campo de 1-formas v é tal que @ A 8 (v) = R(v) = —S2(v)
(R(v) = Rpbp) é 0 negativo do quadrado do operador de formato S. Mostramos que quando este
resultado é aplicado a Relatividade Geral permite nos dar uma realizagdo matematica da teoria
de Clifford da matéria. Também mostramos que numa brana Lorentziana contendo um campo
de vetores de Killing, a equacao de Einstein pode ser codificada numa equagao tipo Maxwell
cuja fonte é uma corrente dada por J = 2S%(A).

Para finalizar observamos que embora alguns (mas nao todos) resultados neste trabalho
aparecem em [5, 6, 13], nossa metodologia e muitas provas diferem consideravelmente. Usamos
o fibrado de Clifford de formas diferenciais C/(M,g)) e demos provas detalhadas para todas as
férmulas, deixando claro importantes issues, apresentando, e.g., a relacao precisa entre a biforma
de formato S avaliada em v (um campo de 1-formas) e o extensor de conexao w avaliado em v.
Em particular, nossa abordagem também generaliza para uma conexao geral de Riemann-Cartan
os resultados em [6] os quais sao vélidos apenas para conexao de Levi-Civita D de uma métrica
Lorentziana de assinatura (1, 3).

1 . . . . ..
YTsto inclui pessoas interessadas em teoria de cordas e branas e Relatividade Geral.
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