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Espago Zip Shift e Particao Topologica
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No estudo de sistemas dinAmicos, as parti¢oes topologicas e as particoes de Markov sao ferra-
mentas fundamentais para codificar comportamentos complexos em sequéncias simbolicas, possibi-
litando uma anéalise mais profunda de dindmicas cadticas. Uma partigao topolédgica divide o espago
de fases em regioes disjuntas associadas a simbolos, e a evolucao do sistema gera uma sequéncia
simbolica que traduz a dindmica continua em uma dindmica simbdlica.

A conjugacao e a semi-conjugagao topologicas obtidas por meio dessas particoes ndo apenas
simplificam a anélise qualitativa dos sistemas dindmicos, mas também servem de base para o forma-
lismo termodinamico — inspirado na mecéanica estatistica — no qual sdo estudadas quantidades como
entropia topoldgica, pressao topologica e estados de equilibrio, a partir da codificagao simbdlica
[2].

Para sistemas inversiveis, como difeomorfismos hiperbodlicos, parti¢oes topolégicas e de Markov
foram desenvolvidas a partir dos anos 1960, com contribuigdes de Smale, Sinai, Bowen, Adler,
Shub, Fathi, entre outros [1]. No entanto, extensoes semelhantes desses métodos para dindmicas
nao inversiveis ainda sao escassas na literatura.

Com base no trabalho de Lamei et al. [3], que introduziu uma nova dinAmica simbolica para
sistemas nao inversiveis, este trabalho propoe uma partigao topolédgica estendida, fundamentada
na codificagao zip shift, permitindo a analise simboélica de mapas n-por-1 nao inversiveis.

Definigao 1. Seja (X,d) um espago métrico. Dizemos que uma funcao f: X — X é um home-
omorfismo local n-por-1 se existem subconjuntos conexos Xi,..., Xgn C X, para algum k > 1,
tais que X = Uf:l X;, onde cada restricio f; := f|x, : Xi — f(X;) € X é um homeomorfismo.
Cada f; é chamado de mapa local.

Definicao 2. [1] Uma familia finita de conjuntos R = {Ry, Ry, ..., Ry—1} é uma particdo topologica
de um espago métrico compacto X se:

(1) Cada R; é aberto, (2) RiNR; =0,i# 4, (3) X =RyUR;U..URN_;.
Definimos o didmetro diam(R) de uma parti¢io R por

diam(R) = marp o Rd(Ri)7 onde d(R;) = sups yer,d(x,y).

Definigao 3. Chamamos uma particao topologica R de geradora para um sistema din&dmico f

se
. . —k .
nl;n;le&m( \/ f (R)) =0.
k=—n
Definigao 4. Considere uma aplicagdo f que € um homeomorfismo local n-por-1. Definimos sua

particao topologica do dominio como o conjunto das pecas de dominio associadas aos seus
mapas locais.
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Definigao 5. Considere f : X — X com uma parti¢io topoldgica (finita) do dominio dada por
P ={Xy,...,X,}. Dizemos que uma parti¢cao topoldgica Q = {Q1,...,Qx} ¢é uma particdao
topoldgica da imagem se, para cada j € {1,...,k}, existe i € {1,...,n} tal que Q; C f(X;).
Proposicao 1. Seja (X, f) um homeomorfismo local n-por-1, e seja P = {Ry, ..., R,} uma parti-
¢do topoldgica do dominio. Entdo, para todon € N, a particio f™(P) induz uma parti¢do topoldgica
da imagem.
Considere dois conjunto de alfabetos Z = {z1,...,2t} e S = {s1,...,8,} com k < n.

Definigao 6. Seja 7: S — Z representa um mapa sobrejetora (ndo nescesssdriamente inversivel)

e s um espago full shift. Definimos o espago (full) zip-shift ¥ = ¥z s onde a cada © € Xg
corresponde a um ponto y € Xz s de modo que

o z, €S sei>0
vi= 7(z;) se i <O0.

Para x # y € %, definimos M (x,y) = min{|i| ; ¥; # y; }, e a métricad : Lz s X Lz.s — R em
Yz s como:

1
a(x7y) = {2M(w,y>7 se x # y, .

0, se xr =y.

Defini¢ao 7. Considere o espaco métrico (3,d) e um mapa de transicio 7 : S — Z. O mapa
Zip-Shift ¢é a aplicacao o, : ¥ — X definida por

O'T(...x_n...’r_l;xozl...:Cn...):(...x_n...x_lq—(zo);zlxz...’rn...)'

Proposigao 2. Seja R wma particao topoldgica do dominio e f : X — X um homeomorfismo
local n-por-1. Para todo p € X, ewiste uma sequéncia Op = {(Qs,, Rs,)}pcz, onde Ry, € R
para k > 0 e Q5. € Q para k < 0, sendo Q uma particao topoldgica da imagem, tal que: p €

[ﬂk<0 f_k(st):I n [mkzo f_k(Rsk)]-

Teorema 1. Considere o sistema dindmico n-por-1 (X, f), com uma partigdo topologica do do-
minio R que é geradora. Entao pode se associar um ¥z s com dindmica simbdlica estendida Zip
Shift e um 7 como um fator do sistema dinamico (X, 0, ) para (X, f), cuja 7 satisfaz:

1) wor = fm, (2) 7 é continuo, (3) 7 é sobrejetora.
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