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A compreensão dos sistemas caóticos requer diagramas de bifurcação precisos e claros, mas
problemas como passos de parâmetro inadequados, remoção insuficiente de transientes e más le-
gendas de eixos comprometem sua qualidade [6, 7]. Neste projeto de iniciação científica, propõe-se
um conjunto de diretrizes para melhorar esses diagramas fundamentadas em métodos numéricos e
em rigorosas considerações matemáticas, a fim de fornecer figuras com alta resolução, pontos de
tamanho adequado, letras legiveis e antialiasing eficientes. Para a obtenção de diagramas de bifur-
cação mais precisos, três fatores são cruciais: (i) tempo transitório suficiente para o decaimento dos
transientes; (ii) tratamento da desaceleração crítica, que retarda o retorno ao equilíbrio perto das
bifurcações; e (iii) consideração da multistabilidade, com múltiplos atratores coexistindo para um
mesmo parâmetro [1]. Uma estratégia apresentada neste trabalho consiste em executar o sistema
apenas uma vez por valor de parâmetro, reutilizando o estado anterior como condição inicial —
prática que preserva a continuidade da trajetória e reduz drasticamente o custo computacional
na exploração de espaços multidimensionais, onde a varredura completa seria inviável [3] — sem
prejuízo da fidelidade dos diagramas.

Utilizando o software Mathematica, foram desenvolvidas rotinas paralelizadas para simulação e
análise de sistemas caóticos, com ajuste dinâmico dos pontos de amostragem e aplicação de técnicas
de antialiasing, resultando em diagramas com alta fidelidade visual e precisão numérica. Estudos
de caso em sistemas caóticos clássicos mostram que essa abordagem permite identificar, de forma
contínua, os limites de bifurcação e regiões de multistabilidade, proporcionando uma compreensão
mais profunda dos comportamentos dinâmicos [4, 5].

Nossos resultados preliminares foram obtidos com base em Jafari et al. (2021) [2]. Para estudar
bifurcações de Neimark–Sacker em toros invariantes, desenvolvemos um algoritmo semiautomático
em coordenadas cilíndricas que, a cada variação do parâmetro de bifurcação, localiza e rastreia
a órbita periódica que origina o toro, emite alertas de bifurcação e seleciona automaticamente
um conjunto de condições iniciais. Um módulo paralelo calcula o valor crítico do parâmetro e a
posição onde o toro emerge no espaço de fase, mesmo que instável, e um terceiro script gera uma
visualização tridimensional do toro. O resultado pode ser visto na figura a seguir.

Figura 1: (A) Diagrama construído pelo método tradicional e (B) diagrama gerado pela nova técnica
paralelizada, com maior fidelidade geométrica e redução. Fonte: autoria própria.
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A geração de diagramas de dobra de período foi otimizada em três etapas principais: (1) parale-
lização dos algoritmos para acelerar a produção dos diagramas; (2) seleção automática de condições
iniciais via média de pontos em órbitas de período 2T, 4T, 8T. . . , eliminando transientes; (3) plo-
tagem dinâmica que ajusta automaticamente o número de pontos e o tamanho dos marcadores a
cada dobra de período, melhorando a resolução. Veja o resultado final na imagem a seguir.

Figura 2: (A) cascata gerada pelo método convencional e (B) cascata obtida pela técnica otimizada, sem
pontos transitórios e com marcadores adequados resultando em um diagrama de alta resolução e clareza

visual. Fonte: autoria própria.

Por fim, destacamos que todos os algoritmos foram paralelizados, o que reduz para alguns dias
o tempo que antes levava semanas para desenvolver. A principal aplicação dessas técnicas é a
visualização numérica de resultados analíticos da teoria da média.
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