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Resumo: Neste trabalho introduzimos custo de transporte no modelo de crescimento econémico
espacial de Solow em uma dimensdo espacial e, através de uma andlise de estabilidade linear de
seu ponto de equilibrio espacialmente homogéneo, mostramos que existe um wvalor critico para
este custo onde o comportamento dindmico da economia se altera, desde que a intensidade de
migrag¢ao da mao-de-obra seja alta o suficiente. Se o custo de transporte é maior do que este
valor, o equilibrio € estdvel, e a economia converge para um estado homogéneo. Caso o custo
de transporte seja menor do que este valor critico, o equilibrio € instdvel e a economia desen-
volve uma dinamica espaco-temporal mais complexa, podendo haver a formacao de aglomerados
economicos estdveis, de ciclos economicos periodicos ou de ciclos aperiddicos ou cadticos, depen-
dendo dos valores dos parametros utilizados.
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1 Introducao

Na literatura podemos encontrar duas grandes linhas de pesquisa cujo intuito é estudar a
dinamica espago-temporal de uma economia e, em particular, descrever como se d& o processo
de aglomeragao econémica. A primeira destas linhas é mais antiga (década de 1950 em diante) e
advém da area de estudos denominada Ciéncia Regional, a qual possui um viés macroeconémico
[12, 13], e a segunda, mais recente (década de 1990 em diante), é¢ denominada de Nova Geografia
Econoémica (NGE), que trabalha com modelos microeconémicos. O modelo fundamental desta
segunda linha é chamado Modelo de Centro-Periferia, e um de seus principais resultados é que o
custo de transporte deve ser menor do que um determinado valor critico para que haja formagao
de aglomerados econémicos [10, 11].

Talvez devido ao sucesso e ampla aceitacao da NGE, nos anos 2000 ha uma espécie de re-
nascimento da Ciéncia Regional [16], com a publicagdo de uma série de artigos propondo e
analisando modelos macroeconémicos de crescimento econémico espacial [5, 3, 4, 6, 7, 8, 2].
Matematicamente estes modelos sao expressos como sistemas de equacoes diferenciais parciais
com termos de reacao e difusdo, além de, em alguns trabalhos, envolver problemas de controle
otimo, quando algum tipo de andlise de bem-estar estd presente.
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Recentemente, em [14, 15], é proposta uma generalizagado do Modelo de Solow Espacial até
entdo encontrado na literatura [5, 3, 4, 7, 8], levando em consideragao a interagao entre as dis-
tribuigoes de capital e mao-de-obra (m-o0). Neste trabalho é mostrado que a existéncia de uma
migracao de m-o induzida pelo capital é condi¢ao necesséaria para que haja a formacao endégena
de aglomerados e ciclos econémicos.

O presente trabalho tem por objetivo introduzir custo de transporte do produto agredado
no modelo considerado em [14, 15] e, através de uma andlise de estabilidade linear, mostrar
que se este custo for suficientemente baixo, o modelo apresenta um regime de instabilitade onde
pode haver a formacao de aglomerados estaveis, ciclos econémicos periddicos ou aperiédicos,
reproduzindo, com um modelo macroecondmico, um resultado fundamental da Nova Geografia
FEconoémica.

2 O Modelo

Neste modelo consideramos um continuum de economias locais representado pelo intervalo com-
pacto 2 = [0,1] € R, onde | > 0 é o tamanho da economia. Cada ponto x € € é uma unidade
produtora local possuindo uma densidade de capital K(t,z) > 0 e de mao-de-obra L(t,x) > 0.
Estes fatores sao entao utilizados na producao de um bem agregado, Y (¢, ), através de uma
funcio de producio de Cobb-Douglas, Y (¢t,2) = AK?L'~% onde A > 0 é o nivel de tecnologia e
¢ € (0,1) é a intensividade no uso do capital, ambos parametros constantes ao longo de toda a
economia. Além disso, consideramos que a taxa de crescimento natural da mao-de-obra em cada
ponto é dado por uma funcao logistica, o que implica que esta sera limitada no longo prazo.

A formulagdo matematica do modelo, que é derivado a partir de equagoes de conservacao de
capital e trabalho ao longo de toda a economia [14, 15], é dado pelo seguinte sistema acoplado
de equagoes diferenciais parciais com termos de reacao, difusao e advecgao:

MK = (sAK?LY™% — 6K) 4+ dg0pe K + prdr 0, K (1a)
oL = L(a—bL) + d0pe L — x1.0: (LK) (1b)
K(0,z) = Ko(z), L(0,2) = Lo(z) (1c)
DK (t,0) =0, d,L(t,1) = 0 (1d)

onde s € (0,1) é a taxa de poupanga, 6 € (0,1) é a taxa de depreciagao do capital, a > 0 é a taxa
de crescimento da m-o e b > 0 é o seu coeficiente de auto-limitacao; di, dy, sao os coeficientes
de difusao do capital e da m-o, respectivamente (o capital/m-o tende a se difundir para regices
onde hé menos capital /m-o disponivel, o que respeita o principio neocléssico do retorno marginal
decrescente dos fatores, [1]); x1 é o coeficiente de migracao da m-o induzida pelo capital (para
regioes onde ha mais capital disponivel); e px € (0,1) é o custo de transporte do produto
agregado em termos fisicos. O termo prdxd,K na equagao (la) segue do pressuposto de que
cada localidade paga uma fracao ox do fluxo do produto agregado passando por ela como custo
de transporte (paginas 111-112 de [13]).

As distribuigoes iniciais de capital e m-o s@o dadas por (lc), e quanto as condigoes de
contorno, consideramos que a economia é uma autarquia, ou seja, que nao hé transferéncia de
capital e de m-o através de suas fronteiras. Desta forma impomos condi¢oes de contorno do tipo
Neumann homogéneas (1d).

Para fins de anédlise, é conveniente considerar este modelo em forma adimensional. Para
tanto, definimos as varidveis adimensionais:

K L a
K'=— L*=— t"=at *:,/— 2
KOO7 LOO? a7x de7 ()

1
onde Koo = ¢ (%) '=¢ e Lo = 3 s@o os pontos de equilibrio espacialmente homogéneos de co-
existéncia para as distribuigoes de capital e mao-de-obra do modelo (1a)-(1d), respectivamente.
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Substituindo (2) em (1la)-(1d), e desconsiderando os asteriscos para manter a simplicidade no-
tacional, obtemos o sistema em forma adimensional:

0K = BE(K? L0 = 1) + 85, K + pd, K (

L = L(1 — L) + ddye L — X9y (LOLK) (3b
K(0,z) = Ko(z), L(0,2) = Lo(x) (3c
0, K (t,0) =0, 0, L(t,1) =0 (3d

1
onde 8 = g, d= j—f{, X = %fj‘—; (%) 1= e p= pK\/dTK. Note que agora os pontos de equilibrio
espacialmente homogéneos do modelo estao normalizados, isto é, Ko = Lo = 1.

Segue de [9], com pequenas modificagbes, o seguinte resultado que garante que se as dis-
tribuicoes iniciais de capital e m-o sao nao-negativas entao estas sempre sao nao-negativas, o
que garante a factibilidade econémica das solucoes do modelo.

Proposigao 1 - Considere Ko(z) e Lo(z) distribuigdes iniciais de capital e mao-de-obra nao-

negativas. Se K(t,z) e L(t,x) sdo funcdes C' em relacdo a t e C2 em relacio a z, entdo as
solugoes de (1a)-(1d) (e também de (3a)-(3d)) sdo sempre nao-negativas.

3 Analise de Estabilidade

Definindo o vetor U = (K, L)", podemos escrever o sistema (3a)-(3d) em forma vetorial:

0,U =f(U) + D0, U + w (U) (4a)
U(0,z2) = Ug(x) on Q (4b)
9, U(t,z) = 0 on 0N (4c)

onde:

o=(3 8)00= ()= (M) emw= ().

A seguir iremos analisar a estabilidade linear do Unico ponto de equilibrio espacialmente
homogéneo de coexisténcia de (4a)-(4c):

Us = (Koo, Loo) "= (1,17, (6)

seguindo [17, 18]. Definindo uma perturbacao espacialmente nao-homogénea de pequena ampli-
tude deste equilibrio, u = U— Uy, = (uf, uL)T, podemos linearizar (4a)-(4c) em torno de Ux.
Usando o Teorema de Taylor e desconsiderando os termos de maior ordem obtemos:

ou 9*u ou

ot " Dxggr T Do, — Au "
onde: oh  Oh Bl —¢) B(—0¢)
s () (0 ) ¥

—d 0 O
Aplicando a transformada espacial de Fourier em (7), obtemos o seguinte sistema de primeira
ordem dependente do tempo:

¢ a matriz Jacobiana de f calculada no ponto Uy, D, = ( _Xl 0 ) eD, = < —p 0 ) '

Ot — KDyt + ikD,t = Al (9)
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onde (¢, k) é a transformada de Fourier de u(t, x). Assim, a perturbacao pode ser representada
como a soma de ondas harménicas espaciais e~ *a(t, k):

1 [~
ut,z) = - / ekt k) dk (10)
2 J_ o
onde U(t, k) é solucao de (9), isto é:

i = (A +k’Dy — kD)) . (11)

Podemos resolver a equacao (11) usando o método de Euler envolvendo os autovalores da ma-
triz (A + k2DX — ik‘Dp) para cada ntimero de onda k. Procurando solucdes exponenciais e”‘v
para (11), obtemos o problema de autovalor ov = (A + k2DX — z'k:Dp) v, ou, equivalentemente,
precisamos encontrar solucoes nao-triviais v para o sistema:

Mv = (oI — A — k*D, +ikD,) v = 0,

o qual pode ser escrito como:

< (0 +B(1 _qi)/; k2 — ipk) (Uf(;kQ f)n ) ( lc; > _ ( 8 ) | 12)

onde i = v/—1 e o(k) é a taxa de crescimento do modo com nimero de onda k e amplitude
v = (C, D)T. O sistema linear (12) admite solugao nao-trivial se e somente se M é singular, isto
é, se:

P(o) =detM = (6 + (1 — ¢) + k% —ikp) (o + dk* +1) — B(1 — ¢)xk* = 0. (13)

Esta equacao caracteristica pode convenientemente ser reescrita como:

Plo)=0?+20+w=0 (14)

onde:
Z=z+ib=[(1+d)k*+ B(1— ¢) + 1] +i(—pk) (15a)
W =w +id = {dk* + [B(1 — ¢)(d — x) + 1]E* + aB(1 — ¢)]} + i[—pk(dk* + 1)] (15b)

Observe que o parametro p, envolvendo o custo de transporte, aparece apenas nas partes ima-
ginarias de Z e w. A seguir iremos utilizar a seguinte definicdo em nossa andlise: o equilibrio
espacialmente homogéneo Uy, é (linearmente) estével se Re{c} < 0, i.e., se todos os modos vao
para zero quando t — 00.

Proposicao 2 - Para que o ponto de equilibrio Uy, seja linearmente instavel é necessario que
a seguinte relacao de dispersao seja satisfeita:

d(d — zb) > 2w (16)

onde b, d, z e w sao dados em (15a)-(15b).
Prova: As duas raizes de (14) sdo dadas por:

1 1
o= (-2 +VE—4) eon = (—2-VE—1u).

cujas partes reais sao:

vez+ fi+e

1
5 e Re{o2} = ol Bl

1
Re{on} =5 | —=+ Y
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sendo e = 22 — b2 — 4w e f = 22b — 4d. Como Re{o2} é sempre negativa, Uy, serd instével se e

somente se Re{o1} > 0. Apéds alguma algebra podemos mostrar que esta condigao é equivalente
ao resultado desejado (16) O

Se nao ha custo de transporte, isto é, se pxg =0 (& p=10), entdo b =d = 0 e (16) se reduz
a z?w < 0. Isto nos dé o seguinte coroldrio:

Corolario 1 - Se nao ha custo de transporte, ou seja, se p = 0, entdo Uy, € instavel se e
somente se w < 0.

Neste caso particular, recuperamos o resultado obtido em [14, 15], o qual implica que existe
um valor critico para a intensidade de migragao da mao-de-obra induzida pelo capital y tal que
se x < X, o ponto de equilibrio Uy, é estavel, e se x > ¥, Uy € instavel. Além disto, tal valor

critico é dado por: ,
_ 1

Desta forma, se xy > X, teremos a existéncia de um intervalo de nimeros de onda (k1, k2) onde
w(k) < 0, e portanto o equilibrio serd instavel. Em termos dos parametros originais, temos a
seguinte condigao para instabilidade:

1 2
soNTe [ [od, | di ‘

Caso nao haja migragdo de mao-de-obra induzida pelo capital, x; = 0 (& x = 0), temos
que (16) é equivalente & —p?k? > 22. Neste caso, o equilibrio é sempre estavel, o que resulta no:

Corolario 2 - Se nao ha migracao de mao-de-obra induzida pelo capital, isto é, se x = 0, entao
Uy é estavel. Ou seja, a existéncia de tal migracao de mao-de-obra na economia é condigao
necessaria para a formagao de aglomerados ou ciclos econémicos, assim como encontrado em
[14, 15].

Corolario 3 - Considere um custo de transporte nao-nulo, p > 0. Entao, para que Uy seja
instavel é necessario, mas nao suficiente, que w < 0.
Prova - Para mostrar isto, observe que (16) pode ser reescrito como:

2211]

p° < i (19)
onde:
z=(14+d)k*+B(1—¢)+1 (20a)
w = dk* + [B(1 - ¢)(d — x) + 1]K* + B(1 — ¢) (20b)
v=dk® + [B(1 — p)d + 1]k* + B(1 — )k (20c)

Comod, B>0¢e ¢ e (0,1), entdo z, v > 0. Desta forma, para a desigualdade (19) ser satisfeita
é necessario que w < 0

Finalmente, segue diretamente de (17) e (19) o resultado principal deste trabalho:
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Proposicao 3 - Considere que x > ¥. Entao, existe um valor critico p tal que se p < p, o ponto
de equilibrio Uy, é instavel, e se p > p, Uy, é estavel. Além disto, este valor critico é dado por:

onde z, w e v sd@o dados por (20a)-(20c). Voltando aos parametros originais, isso implica que
o valor critico para o custo de transporte em termos fisicos é dado por p. = , /ﬁ p, desde que

XL > Xe (18). Assim, se px < pc, 0 ponto de equilibrio é instavel, e se px > p, ele é estavel.

Este resultado é importante pois reproduz, em um modelo de crescimento espacial macroe-
conémico, um resultado fundamental obtido com o Modelo de Centro-Periferia da Nova Ge-
ografia Econémica (modelos estes microeconomicos): de que existe um valor critico para o custo
de transporte acima do qual a economia se torna homogénea, ao passo que, se este é pequeno o
suficiente (abaixo deste valor critico) a economia apresenta a formagao de aglomerados [10, 11].
Dada a restricao de espaco, neste trabalho nao apresentaremos simulacdes numéricas, mas a
medida que o custo de transporte vai diminuindo, as solugoes do modelo apresentam os qua-
tro tipos de dindmica espago-temporal apresentadas em [14, 15]: (i) a economia converge para
um estado estaciondrio homogéneo; (ii) a economia converge para um estado estaciondrio nao-
homogéneo, com a formagao de aglomerados de capital e trabalho; (iii) a economia desenvolve
ciclos periédicos; e (iv) a economia desenvolve ciclos aperiédicos ou cadticos.

Observagao - A anilise de estabilidade feita aqui é valida para um dominio ilimitado. Se
restringirmos estes resultados ao intervalo © = [0,1], e considerarmos as condigoes de contorno

(3d), obtemos autovalores dados pelos niimeros de onda discretos, k = %% = ¢ = k2 = "jf,
n =0, 1, 2, ... e entdo a perturbacao u(t,z) dada em (10) pode ser escrita como a série de

Fourier de cossenos:
Chn ol k2 nwI
utta) = 30 () et cos (") 1)

onde as constantes Cj, e D,, dependem das condigoes iniciais (3¢). Se as hipdteses da Proposigao
3 sdo satisfeitas, temos que o(k?) é positivo apenas em um intervalo de niimeros de onda
k € (k1,k2). Aqui k1 e ko slo as raizes positivas da parabola (16), e depende de x e p. Como
os numeros de onda sao discretos, temos que: ni; = {M—‘ enyg = LMJ Desta forma
podemos ver que, além de x > Y e p > p, o tamanho do dominio, [, deve ser grande o suficiente
para garantir a existéncia de nimeros naturais n € [nj,nsy, e portanto a existéncia de modos
instdveis. Chamamos este tamanho critico que garante a existéncia de modos instaveis de
le = le(x, p). Assim, (21) pode ser aproximada como a soma apenas dos modos de amplitude

crescente: u(t,x) ~ > "? < Cn )e"(kz)t cos (%) O

n=ni DTL

4 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho derivamos um valor critico para o custo de transporte do bem agregado tal que,
se o custo for menor do que este valor critico (e se a intensidade da migragdo de mao-de-obra
induzida pelo capital for forte o suficiente e se a economia for grande o suficiente), a economia
entra em um regime de instabilidade onde pode convergir para um estado estaciondrio nao-
homogéneo, com a formacao de aglomerados de capital e trabalho; desenvolver ciclos periddicos;
ou desenvolver ciclos aperiédicos ou cadticos, dependendo dos parametros. Desta forma re-
produzimos, com um modelo macroeconémico, um resultado fundamental da Nova Geografia
Economica. A anadlise de estabilidade apresentada aqui pode facilmente ser estendida para uma
economia bidimensional. Trabalhos futuros considerarao custos de congestionamento no modelo,
além de realizar simulagoes numéricas uni e bidimensionais.
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