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Resumo. Este trabalho tem a proposta de modelar uma dindmica populacional baseada na Teoria
de Metapopulacdes. E utilizado o conceito de difusdo para descrever a dindmica populacional de
uma metapopulagiao em desequilibrio, caracterizada por individuos que vivem em fragmentos de ha-
bitat totalmente isolados. O modelo de difusao-reagao é empregado para representar o crescimento
populacional periddico e limitado pela capacidade de suporte do meio, além da dispersao dos indi-
viduos. O modelo é tratado de forma numérica pelo método de discretizagdo de Crank—Nicolson,
por meio do qual se analisa a interferéncia dos valores dos pardmetros na equagao.
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1 Introducao

A dinadmica populacional é o ramo das Ciéncias Biologicas que estuda a variacao na quantidade
de individuos de uma populagao, bem como os fatores que contribuem ou dificultam essa variagao.
A sua modelagem ¢é baseada na premissa de que a variagdo do tamanho de uma populacdo é dada
pela diferenca entre o niimero de nascimentos e mortes de individuos, além da migracao.

A Teoria de Metapopulagoes é uma abordagem dentro da dindmica populacional, que considera
que subpopulagdes de uma mesma espécie divididas em locais isolados, conhecidos como reftgios [3]
ou fragmentos de um habitat original, podem interagir por meio da migracao. Além disso, ha fatores
que influenciam essa dinamica, como reproducao, competigdo por recursos (como alimento e espago)
e predagdo. Portanto, uma metapopulacdo, ou “populacio de populagoes” |5], pode ser entendida
como um conjunto de subpopulagoes conectadas por migracdo, distribuidas em fragmentos de
habitats, e que podem tanto persistir quanto ser extintas localmente nesses fragmentos.

Para implementar a modelagem da dindmica de metapopulagoes, tém-se desenvolvido varios
modelos biologicos que descrevem como os individuos podem migrar entre os fragmentos |4]. Esses
modelos sao utilizados para investigar a dindmica e a sobrevivéncia de populacoes em diferentes
cenarios, incluindo a definicao de estratégias para a conservagao de espécies.

A Figura[I]representa os fragmentos como circulos, cujo tamanho é proporcional ao tamanho de
cada mancha. As manchas pintadas representam os fragmentos de habitat que sdo ocupados pelos
individuos da populacao, enquanto os espagos em branco correspondem a locais desocupados. As
setas indicam o fluxo migratorio, ou seja, a movimentacao de individuos de um local para outro,
podendo ou nao haver trocas mutuas entre as subpopulagoes, como é o caso das Figuras (c)
e (e). Os tracejados ao redor de cada mancha representam as fronteiras ou limites de ocupagao de
cada local. Observa-se que, por maior que seja a subpopulagao de cada mancha, ela nunca ocupa
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Figura 1: Representagdo de modelos metapopulacionais onde: (a) classico/Levins, (b) continente-
ilha, (c) populagao em mancha (patchy population), (d) metapopula¢do em desequilibio (nonequi-
librium metapopulation), (e) misto. Fonte: Empirical Evidence for Metapopulation Dynamics [4].

totalmente esses fragmentos. Pode-se dizer que ha sempre algum fator (ou fatores) que impede a
totalidade da ocupagao do habitat.

O objetivo deste trabalho é modelar a dindmica populacional de uma metapopulagao em dese-
quilibrio (Figura d)) por meio de uma equacao de difusdo-reacgao e, com isso, entender sob quais
circunstancias a subpopulacdo pode se desenvolver dentro de um fragmento com capacidade de
suporte K (t), que varia ao longo do tempo, e sobreviver nesse ambiente. Para este modelo, foi
desenhada uma fungéo de difusdo D(x, K) que privilegia a concentragdo no interior do fragmento.

2 Modelagem de Metapopulacao em Desequilibrio

Baseado no modelo biolégico de metapopulagao em desequilibrio (Figura[I|(d)), neste trabalho
modela-se uma dindmica na qual supoe-se que uma subpopulacao esta totalmente isolada em um
fragmento de habitat, de modo que os processos biologicos que a regem sao difusao, crescimento e
competicao intraespecifica. Dessa forma, desconsidera-se qualquer fluxo migratorio de individuos
de outras subpopulagoes entre os ambientes.

Devido & auséncia de migragoes nesses fragmentos, a populacao remanescente pode diminuir e
se extinguir por falta de recursos necesséarios para sua manutengao a longo prazo. Isso significa que
o ambiente nao é viavel para comportar a populacao nesse horizonte temporal e que ela nao tem a
capacidade de desenvolver uma relagao de equilibrio entre ocupagao e uso de recursos. Portanto,
deseja-se compreender sob quais circunstancias essa metapopulacao pode estabelecer esse equilibrio
e permanecer no ambiente.

A dindmica de metapopulagao em desequilibrio para uma subpopulagao dada, em um fragmento
com capacidade de suporte K, é descrita pela seguinte equagéo de difusao-rea¢ao (unidimensional)
|1], com condigbes de contorno de Dirichlet e condigao inicial:

L= g (Do F)Fw0) + ot

p(0,t) = p(Lit) = 0 (1)
Ny

p(xz,0) = T z € (0,L)

com (z,t) € [0, L] x [0, 400) e Ny o tamanho inicial da populagdo. Esta equagao descreve a variagao
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da densidade populacional p(z,t), com um coeficiente de difusdo D(x, K) e uma fonte f(x,t, p).

No modelo , as condicoes de contorno indicam que a densidade populacional é nula nos
extremos do fragmento de habitat considerado, um intervalo de comprimento L. Esta condigao é
chamada de fronteira absorvente (absorbing boundary) |3|, que supde que os individuos que deixam
o ambiente morrem imediatamente ou perdem de forma permanente a capacidade de retornar.
Por sua vez, a condicao inicial representa que os individuos estao uniformemente distribuidos no
fragmento de habitat no instante inicial.

Nesse problema, seré considerado que a difusao é variavel e depende da capacidade de suporte,
representada por uma fung¢éo na forma

D(z,K) = Dy e K(@=2)°, (2)

na qual Dy é uma constante positiva e T é o ponto do intervalo onde a difusdo é maior. Neste
caso, sera considerado o ponto médio do intervalo de z. A motivagao dessa escolha é baseada
nas alteragoes sofridas pelos ambientes & medida que o tempo avanga [2], as quais influenciam a
velocidade de espalhamento. Ao mesmo tempo, busca-se representar uma situacao populacional que
privilegie a concentragao no interior, reduzindo a densidade conforme os individuos se aproximem
dos extremos do fragmento.

A fungao de reagao escolhida corresponde & funcao logistica, amplamente estudada e utilizada
na modelagem de sistemas fisicos e biologicos. Esta funcao tem a forma

w0

Fatop) = rioptant) (1~ 3)
onde r é a taxa de crescimento da populacao. Esta fungao representa o crescimento limitado da po-
pulagao na presenga de outros individuos da mesma populacao, devido a competicao intraespecifica
entre esses individuos [1} [2].

Em geral, observa-se que individuos de muitas espécies tém como caracteristica a reproducao
periodica e que locais isolados, como ilhas, também apresentam periodos de maior ou menor via-
bilidade de moradia. Outro fator, que combina aspectos geograficos e climéticos, é a diminuigao
da area de habitat segura em lugares gelados, os quais, devido ao aquecimento global, tém seu
tamanho total reduzido ou perigosamente transformado. Por outro lado, fatores climaticos como
o aumento e a diminuigao da temperatura sao condigoes sazonais que também impactam a dina-
mica populacional, influenciando diretamente o aumento da natalidade ou da mortalidade de uma
populagao.

De modo a descrever cenarios de oscilagoes periddicas no ambiente e no crescimento da po-
pulagao, na analise da equagao serao consideradas a capacidade de suporte K e a taxa de
crescimento r como fungdes periddicas |2]. Assim, estas fungdes sdo definidas da seguinte forma:

K(t) = ki + ko sen (Zf) (4)
r(t) = 1+ 72 sen <2p”) , (5)

onde k; e r; (i = 1,2) sdo constantes reais positivas, com ki > ko. As constantes px e p, sdo os
periodos de oscilacao das funcoes e , respectivamente.

3 Metodologia

O método de Crank-Nicolson (CN) consiste em discretizar uma equagao diferencial parcial
num nivel intermediario entre os tempos t; e t;11, ou seja, num ponto fora da malha. Usa-se
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um esquema de discretizagao centrado na varidvel ¢, enquanto as derivadas em relagao a = sao
aproximadas fazendo uma média das discretizagoes nos niveis de tempo t; e t;41, onde i toma
valoresde 0 a N e j,de 0 a M.

Expandindo a equagao de difusao-reagao em termos de suas derivadas de primeira e segunda
ordem em relagao a z e omitindo os argumentos obtém-se

dp 0D Op 0%p p
5= o T Poe (- 5) (6)

onde K é dada pela expressao e r é dada por . O coeficiente de difusao variavel é dado pela
funcao e sua derivada parcial em relagao a = é dada pela expressao

_ 8£ _ = _ —K(z—x)?
2= G = 2Dy K (t)(Z —z) e . (7)

Aplicando o método de CN; a discretizagao da equagao @ fica na forma

j j i+1/2 j+1 j+1 j j
Pi“ -7 _ D, ?L / P — Piy I Pis1 — Pia (8)
k 2 2h 2h
i+1/2 j+1 j+1 j+1 j j j j
n D" / Pl =200 il + Pii1 — 20+ pi4 L1201 p;
2 h2 h2 Pi Ki+1/2
Apos algumas manipulagoes, pode-se colocar a equagao discretizada na forma
Aijirje Pl + (L+ Bijige) pit + Cijrape pl] = 9)

j
— Aijyay2 P+ (L= Bijaap) pl + Cijpae piy +kr 712 pl (1 - Jerl/2>

onde
Ai,j+1/2 — —\D, g‘+1/2 —~D g+1/27 Bi,j+1/2 _ QWDngl/Q? Ci,j+1/2 —AD, g+1/2 _ nyH/Z,

e as constantes A e v sdo tais que

A= —, v = —. (10)

4 Resultados

A partir da discretizacao da equagao , dada pela expressao @[), foi possivel realizar simulacoes
numeéricas resolvendo um sistema nao linear e encontrando os valores de p(z,t) no tempo avancado
tj+1 para cada x;. Com isso, foi possivel analisar a interferéncia de cada pardmetro do modelo na
dindmica populacional descrita. A resolugao do sistema foi feita utilizando a biblioteca NumPy, e
todas as imagens foram geradas utilizando a biblioteca Matplotlib.pyplot, ambas do Python. Em
cada simulagio foram usados os passos de discretizacdo h = 2 - 1072 (espago) e k = 4.0 - 1072
(tempo). Os codigos desenvolvidos s@o abertos e podem ser acessados na plataforma GitHuHﬂ

Em relagao a difusao variavel, os quatro parametros que provocam alteragao na forma como
os individuos se espalham no fragmento sao Dy, k1, ks e px. Pode-se verificar que Dgy contribui
para a velocidade de difusao, pois, quanto maior o valor desse parametro, mais rapido a densidade

4https://github.com/MukRodrigues/Simulacao-difusao-reacao.git
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decresce e se homogeneiza. Na capacidade de suporte K, dada pela equagao , k1 contribui
para a reducgao da velocidade de difusao. Isso faz com que a densidade populacional decresga
mais lentamente, possibilitando a persisténcia da populagao. O parametro ko provoca aumento ou
diminuigao da capacidade de suporte, a depender do periodo de oscilacao px. Quanto maior o valor
desse parametro, maior a diferenca entre a maior capacidade de suporte do ambiente (K = ki +k2)
e a menor (K = k; — k»).

Na fungao de reacao , os seis parfmetros que provocam alteragao no crescimento da po-
pulacao sao ki, ks, pr,71,72 € p.. Os pardmetros ki, ke e px da capacidade de suporte limitam
o crescimento e o decrescimento da populagao e, consequentemente, contribuem para que haja
alguma estabilizacao da densidade populacional ao longo do tempo. A depender do fator limitante

p(,t)
- 0 (11)
da fungao de reagao, pode-se observar o crescimento da populagao & medida que a capacidade de
suporte supera os valores da densidade em cada ponto do intervalo, ou seja, quando K (t) > p(z,t)
(considerando r > 0). Caso contrario, observa-se decrescimento, quando K (t) < p(x,t).

Ja na taxa de crescimento r, dada pela equagao , r1 intensifica o crescimento populacional
quando o seu valor consegue superar a agao do coeficiente basico de difusao Dy. O decrescimento da
densidade pode ocorrer quando r1 nao é suficiente para sobrepor o efeito da difusividade, dada pela
equagao . O parametro ry provoca uma oscilagao de periodo p, nessa mesma taxa, permitindo
observar as alteragdes que r provoca no modelo quando se alcanga o maior valor (r = r; + r9)
e o menor (r = r; —ry). Ocorre que, tanto no cenério de crescimento populacional quanto no
cenéario de decrescimento, pode-se verificar um efeito de regressao periddica da densidade conforme
o tempo avanga. Quanto maior o valor de 79, maior sera essa regressao.

Caso haja crescimento da populagao, significa que o ambiente tem condigoes suficientes para
comportar a populagdo. Em outras palavras, o ambiente oferece condi¢Ges vidveis & permanéncia
dos individuos, a ponto de a competicao intraespecifica nao impedir o crescimento populacional.
Em contrapartida, o decrescimento da populacao indica que a competigao intraespecifica torna
o ambiente invidvel & permanéncia dos individuos, devido a presenca excessiva de individuos no
fragmento. Portanto, essa competicao é o fator limitante ao crescimento.

Os resultados das simulagoes numéricas podem ser observados na Figura A Figura (a)
apresenta uma seta preta indicando a tendéncia da densidade diminuir, a partir da distribuigao
inicial da densidade p(z;,0) = 5. As Figuras[2b), [2(c) e[2[d) apresentam duas setas, indicando o
efeito de regressao da densidade. Em cada figura, as curvas que transitam do vermelho para o azul
indicam a densidade calculada em diferentes instantes de tempo, de modo que as curvas vermelhas
estao mais proximas do tempo inicial ty = 0, enquanto as curvas azuis estao mais proximas do
tempo final da simulagdo. Os valores dos parametros considerados nas simulagoes foram: (a)
D() = 05, kl = 10,k2 = 0,7"1 = 1.5,7"2 = 0, (b) D() = 0.5,k1 = 10,]€2 = 2,pk = 8,7"1 = 1.577’2 = 0,
(C) DO = 0.5,k1 = 10,k2 = 0,7‘1 = 3,7“2 = O.6,pr = 5, (d) DO = 0.5, kl = 10, kz = 2>pk = 8,T1 =
3,70 =0.6,p, = 5.

A Figura [2f(a) ilustra um cenario de diminui¢do da densidade. Foram consideradas as fungdes
r e K constantes, isto é, com ro = ks = 0. O que se observa é a tendéncia de homogeneizagao
da densidade, mesmo que, nos primeiros instantes de tempo, possa-se verificar o aumento da con-
centracado de individuos no interior do espago. Isso retrata a acao da competicdo intraespecifica
desacelerando o crescimento da populacao no interior & medida que o tempo avanca. Da mesma
forma, a Figura b) também mostra um cenério de diminuicao da densidade. Nela, a taxa de
crescimento é constante e a capacidade de suporte é variavel no tempo (ke # 0). Nota-se a so-
breposi¢ao das curvas de densidade nas partes azuis do gréafico devido & oscilagao periodica da
capacidade de suporte, que permite a persisténcia da populacao no ambiente mesmo havendo uma
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Evolugao da densidade p(x, t) Evolugdo da densidade p(x, t)
Do=0.5ky =10, k;=0.0, = 1.5, r, =0.0 Dp=0.5, ky=10, k, = 2.0, py=8.0, r; = 1.5, r, =0.0

(a) Diminuigdo da densidade: r e K constantes. (b) Diminuicao da densidade: r constante

e K variavel.

Evolugao da densidade p(x, t) Evolugdo da densidade p(x, t)
Dp=0.5, k;=10,k;=0.0, ;= 3,1, =06, p,=5 Dp=0.5, k1 =10, k;=2.0, p¢=8.0,r;=3,r,=0.6, p,=5

plx,t)

x x

(c) Aumento da densidade: r variavel (d) Aumento da densidade: r e K variaveis.
e K constante.

Figura 2: Resultados da simulagao numérica da equagao de difusao-reagao com fonte logistica
usando o Método de Crank-Nicolson. Fonte: Autores.

reducao da densidade inicial. No comeco, a densidade apresenta a tendéncia de se homogeneizar,
mas nao totalmente, pois o ambiente oferece condicbes suficientes para que a competicao intraes-
pecifica nao provoque a exting¢ao local dos individuos. Pode-se verificar que as regioes nas quais as
curvas estao mais proximas umas das outras (em vermelho e em azul) correspondem ao periodo em
que a capacidade de suporte alcanga seu valor mais elevado (K = ki + k2), enquanto que, onde as
curvas estdo mais espagadas, a capacidade de suporte atinge seu valor mais baixo (K = k1 — ks).

Os dois tltimos cenéarios, representados nas Figuras (c) e d)7 sao cenarios de aumento de
densidade, considerando r variavel (ro # 0). O parAmetro r; é responsavel pelo aumento de
densidade em ambas as figuras. A mudanca desse parametro de r; = 1.5 (Figura [2(a)) para
r1 = 3 (Figura c)) possibilitou a descricao de situagoes de crescimento, pois, conforme esse valor
aumenta, observa-se maior aglomeracao de individuos no interior do intervalo, através das curvas
de densidade mais elevadas. Contudo, esse crescimento é limitado pela capacidade de suporte. A
presenga do parametro r5 provoca aumento e reducao periédicos da taxa de crescimento, a ponto de,
novamente, se observar o efeito de sobreposicao das curvas de densidade (regressao), conforme visto
na Figura b). Isso significa que, conforme a densidade aumenta, ocorre uma diminuigao perioédica
da taxa de crescimento r. Caso essa diminuicao seja suficiente para que a difusividade, dada pela
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equagao , sobreponha o crescimento, sera observado esse efeito de sobreposi¢ao das curvas de
densidade. Por fim, o ultimo cenario, ilustrado na Figura (d), apresenta o efeito da variacao
da capacidade de suporte (k2 # 0). Nesse caso, verificam-se os comportamentos oscilatorios das
Figuras b) e c)7 ocorrendo o efeito de regressao de forma mais intensa e a permanéncia dos
individuos no fragmento de habitat ao longo do tempo.

5 Consideragoes Finais

Neste trabalho foi utilizado o conceito de difusao para descrever a dindmica de uma metapo-
pulagao, considerando-se a variagao populacional e o espalhamento de individuos pelo ambiente.
Para isso, foi estudada uma equagao diferencial parcial de difusdo-reacdo, dada pelo modelo ([1).
Foram consideradas uma fungao de difusao variavel e uma fungao de reagao logistica, dadas pelas
expressoes e , respectivamente, para representar as alteragoes ambientais no comportamento
da populagao. Nessas condigoes, foram feitas simulagoes numéricas usando o Método de Crank-
Nicolson, gerando graficos que ilustram a forma na qual os pardmetros dessas fungoes interferem
no modelo.

Dessa forma, foram verificadas as circunstancias nas quais acorre o espalhamento dos indivi-
duos em um fragmento de habitat isolado, assim como a sobrevivéncia dos individuos em cada
fragmento. A partir dos resultados encontrados foi possivel verificar que a presenga da fonte logis-
tica provoca um crescimento da densidade de populagao limitado pela competicao intraespecifica.
Constatou-se que o modelo permite descrever crescimento limitado e persisténcia. Em relacao as
fungoes periddicas consideradas para representar a taxa de crescimento e a capacidadade suporte, é
importante observar que estas fungoes devem ser limitadas e, ainda, restringir a capacidade suporte
K a valores nao negativos, pelo proprio significado bioldgico que esse fator tem. Como trabalho
futuro, é previsto aprimorar o modelo incorporando um fator de migracao, para conectar varios
fragmentos de habitat, possibilitando obter um modelo metapopulacional mais completo.
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