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Resumo. A modelagem matemética é essencial para entender epidemias e avaliar estratégias de
controle. Propomos um modelo SEIR modificado que inclui vacinagdo, hospitalizacdo e mudancas
comportamentais. O modelo distingue individuos que adotam distanciamento social daqueles que
ndo o praticam, permitindo analisar seus impactos na transmissdo. Simula¢bes numéricas indicam
que a vacinagdo precoce e medidas oportunas de distanciamento reduzem significativamente a pro-
pagacdo da doenca e a demanda hospitalar. O modelo fornece um arcabougo matemético para
embasar politicas publicas, capturando a interagdo entre imunizagdo, comportamento populacional
e disseminacao da infeccao.
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1 Introducao

A modelagem matemaética é essencial para compreender a dindmica de epidemias e avaliar a
eficicia de estratégias de controle. Modelos epidemiolégicos baseados em equagdes diferenciais
ordinarias permitem analisar a propagacdo de doengas sob diferentes cenarios. A pandemia de
COVID-19 destacou a importancia de medidas nao farmacolégicas, como o distanciamento social,
e farmacolégicas, como a vacinagfo, na mitigagdo da transmissio [1].

Neste trabalho, apresentamos um modelo epidemiolégico desenvolvido em nossa tese de douto-
rado [6], no qual introduzimos o compartimento de vacinados (V') e o pardmetro ¥, que representa
mudancas comportamentais na populacdo. A inclusdo desses elementos permite uma andlise mais
abrangente do impacto da vacinacao e do distanciamento social na propagacao da doenca. As simu-
lacGes numéricas realizadas contribuem para o desenvolvimento de estratégias eficazes de mitigacao
e controle epidemiolégico.

2 Formulacao do Modelo

Assumimos uma situacao hipotética na qual a populagao total N é subdividida em suscetiveis
(S), expostos (E), infectados (I) e recuperados (R). Além disso, as classes S, E e I sdo subdivididas
em dois grupos: individuos que praticam distanciamento social (isolados) e aqueles que ndo o
fazem (nao isolados), seja voluntaria ou involuntariamente. Como ilustrado na Figura 1, o modelo
proposto considera dois fluxos principais: S; — E; — I — H — R para os néo isolados e
Sy — Ey — I, - H — R para os isolados.
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Figura 1: Fluxograma com a dindmica da doenga. Fonte: Autor.

Neste modelo, incorporamos uma dinamica vital, considerando nascimentos e mortes na popu-
lagéo, além da inclusao do compartimento de hospitalizados (H), refletindo a gravidade da doenga
e a demanda por recursos de saiude. Esse compartimento permite modelar a progressao da doencga
e avaliar o impacto das hospitalizagoes na dindmica epidémica. A transmissdo ocorre por meio dos
contatos entre suscetiveis e infectados, descritos pelas expressoes:

_ S1(B1 + Ba1a) _S2(011h + 6213)

My = =——— ==/, (1)

T N N

Os infectados podem evoluir para hospitalizagdo a taxas wy e wy e se recuperar a taxas 71 e ys.
Os hospitalizados podem se recuperar a uma taxa 7 ou evoluir para 6bito a uma taxa py. Além
disso, incluimos um compartimento de vacinados (V') para avaliar o impacto da imunizagdo na
transmissao da doenga [1]. A populagdo total é definida por N = S1+So+ F1+ Eo+ 11 + o+ H+
R+V,onde Sy, E1, I representam os individuos que nao adotam medidas de mitigacao, enquanto
So, Fo, I correspondem aos que adotam estratégias de controle.

A inclusdo do compartimento de vacinados permite avaliar a eficdcia da vacinacdo na reducio
da suscetibilidade a doenga e na diminui¢ao da transmissao, auxiliando na estimativa da cobertura
vacinal necessiria para o controle da epidemia [5]. Além disso, a interacdo entre estratégias nao
farmacolégicas, como o distanciamento social, e a vacinagdo pode ser determinante no controle
da disseminacdo da doenca, especialmente quando a vacinagdo nao é universal ou sua eficicia é
limitada.

Introduzimos também um pardmetro 1, que representa mudancas de conduta da populagao
durante o periodo epidémico, permitindo a migragdo entre os grupos Sy, F1,11 e Sa, Ea, I, con-
forme a percepgao do risco da doenca. Estudos indicam que essas mudancas de comportamento
sdo frequentes durante epidemias [2].

Os suscetiveis podem ser vacinados, conferindo-lhes imunidade temporaria. No entanto, como
a vacina nao é 100% eficaz, os vacinados ainda podem ser infectados ao entrar em contato com Iy
e 15, a taxas €1 e €3, evoluindo para o compartimento de expostos.

A inclusdo da vacinacao e do retorno dos recuperados ao compartimento de suscetiveis adiciona
novas complexidades ao modelo, permitindo avaliar o impacto da imunidade, da cobertura vacinal
e das taxas de mortalidade na dindmica epidémica. Com esses elementos, o modelo se torna mais
abrangente e realista, possibilitando uma andlise mais detalhada da efetividade das estratégias de
controle, a0 mesmo tempo em que considera a heterogeneidade comportamental da populagao [7].

DOI: 10.5540/03.2026.012.01.0294 010294-2 © 2026 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2026.012.01.0294

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 12, n. 1, 2026.

A Tabela 1 apresenta a descri¢ido e o significado biolégico dos pardmetros do Modelo e seu
sistema de equagoes diferenciais, considerando que todos os parametros sdo positivos.

Tabela 1: Descricao dos Parametros do Modelo.

Parametro

Descrigao

B, B2
61,02

Ps (1 - p)
01,02
Y1572
N, 72
K1, K2
W1, w2
oy iy LR
.

b,p

[0

Taxa de transmissao de S; com I, I>

Taxa de transmissdo de S2 com I, I2

Probabilidade de recuperados tornarem-se S1 ou So

Taxa de transicdo de expostos para infectados

Taxa de recuperacao de infectados

Taxa de perda da imunidade vacinal

Taxa de vacinacdo dos suscetiveis

Taxa de hospitalizacdo de infectados

Taxas de mortalidade natural, por doenca e hospitalizados
Taxa de recuperacao dos hospitalizados

Taxa de nascimentos e fracdo de nascidos que entram em Sy
Taxa de perda da imunidade temporaria

Basendo-se nas suposicoes descritas anteriormente, a dindmica do modelo proposto pela Figura
1 pode ser entdo descrita pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias (2).

dV _ V(E1Il +€212)

dt
as,
dt

dE1 o 61]1V Sl
+ N

dt N
dn
dt
dSs
at

dt N
dl,
dt
dH
dt
dR
dt

—uV —mV —noV + k151 + k252,

S
= pbN — uS1 — kK151 — V151 + 9252 — *1(5111 + B2L2) + mV + paR,

N
(B1Ih + B2l2) — 01 E1 +Y2E2 — (u+ 601)En,

=601E1 — 911 + 0212 — (0 + pi + 71 +wi)ln,

= (1 —p)bN — uSs — k2S2 — 9252 + 9151 — %(61]1 +02L) +m2V + (1 — p)aR, (2)
db; _ ehV + %(5111 + 0202) —V2E2 + 01 E1 — (u+ 02) E2,

=0:F —V2lo + 0111 — (00 + pi + 72 + w2) I,

=wilh +wolo — (p+ pr +7)H,

=yl +vl+7H - (1 + a)R.

3 Analise do Modelo

O ntimero bésico de reprodugao sera determinado pelo método de [3], considerando as equagoes
do sistema (2) que descrevem as classes infecciosas F1, I, Ea, Iz e H. No equilibrio livre da doenga,
assumimos que a vacinagao impede o isolamento, de modo que S7 e V' sdo proporcionais a populagao
total N, com S; = &N eV = (1—£)N, onde € é a fragdo ndo vacinada. Assim, o ponto de equilibrio
livre da doenga é dado por Ey = ((1 — £)N,£N,0,0,0,0,0,0,0).

O ponto de equilibrio livre de infecgéo indica que a populagao esté entre os suscetiveis (S7) ou va-
cinados (V), sem individuos infectados. Definimos o vetor de infectados como x = (Ey, I, Es, I, H)
e calculamos as matrizes F e V no equilibrio Ey. A matriz da proxima geracdo é dada por
K = FV~1, permitindo determinar o ntimero bésico de reprodugao Rg como Tr(K), conforme [3].

A matriz K é expressa como:
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4
da(bB1—(b—1)€1)—bB2Y1 D2 (bB1—(b—1)e1)+bBada
A p(deds+9192) B w(dods+0192) 0
0 0 0
= _(b—Dexdy __(b=—l)dez _
K c wu(dods+9192) D w(dzdat+9192) 0 (3)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
onde A — 01(ds(da(bBi—berte)—bavh)+01(V2(br—berte)+bfada)) v _ ___(b=1)(da—ds)01esv)
u(didz—19192)(dads+9192) ’ p(didz—9192)(dads+9192)"
B = 91(92((di+da)(bB1—(b=1)e1) =bB3d1)+bB2dada)  p _ _(b=1)01€2(dido—3195)
- u(drdz—9192)(dads+09192) T p(9192—dids)(dads+09192) "

Assim, o nimero bésico de reprodugao é dado por Ry = T'r(K), conforme [3].

01 (9192 (bB1 — (b — 1) (e1 — e2)) + d2 (bB291 — (b — D)dae2) + d3 (da (b1 — ber + €1) — bB2d1))
y2 (d1d3 — 191’(92) (d2d4 + 191'192)

Ro =

3.1 Equilibrio Livre da Doenca

A condigéo de equilibrio livre de infecgdo ocorre quando I; = Is = 0, indicando a auséncia de
casos ativos. Nesse estado, a populacao se divide entre suscetiveis (S7) e vacinados (V'), correspon-
dendo ao ponto de equilibrio Ey = ((1 —&)N,¢N,0,0,0,0,0,0,0). A estabilidade local do modelo
é analisada por meio da matriz Jacobiana, calculada no ponto Ej, caracterizando o cendrio sem
infec¢do. Assim, obtemos:

-b 0 d 0 0 d nié ap
0 -b-0; B1§ 0 0 B1€ 0 0
0 01 f 0 0 0 0 0

= 0 0 a 0 0 a p(l—¢ a(l—p

J(E0) = | o 0 m 0 —b—0 m (0 : (o : (4)

0 0 0 0 02 g 0 0
0 0 w1 0 0 wa k 0
0 0 y1+p1ir O 0 Y2 + par r+T —a—b

Sendo a=61(§—1)+pui1(1-¢), d=mé—p& f=-b-—mnm—p-—w,g=-b—p—p-—w, k=
—b—p —7em = 61(1 —&). Ao calcular os autovalores da matriz Jacobiana, estabelecendo
que det[J(Ey) — AI] = 0, obtemos o polindémio caracteristico associado & matriz Jacobiana J(FEy),
expresso da seguinte forma:

PN = A+ @) (o — A — 1) [(A — Fs5) A = fo6) [(A = fan)(A — fa) — faz0i]
(5)

+ 01 [f56 (f2301 — (A — f22)(A — f33)) — f26f5301] } (=X —p—p2 —1).

Os autovalores obtidos sdo Ay = 0, Ao = —=b, A3 = —(b+«a) e \y = —(b+ p+ 7). Como os
parametros sdo positivos, A2, A3 e A4 sdo negativos. A estabilidade do sistema depende dos demais
autovalores, que sdo as solugoes do polindmio caracteristico (6).

M b a\+a)’+ash+a, =0 (6)
onde ay = 2b—f—g+01+0;, az = 0*+01 (—P1{ +b— f — g+ 02)+02(b— f—g—m)—2b(f+g)+fg,
az = =b*(f+9) =01 (0(f +9) + 18 (b — g + 62) + O2(f + g +m) — fg) —bO>(f +g+m) +2bfg+
fO2(g+m) e as=b>fg+bfgby +bfghs + bfbom + B1bgbh& + fgb10s + f0162m + B1g6102€.

Aplicamos o critério de Routh-Hurwitz [4] para n = 4, que exige:

a1 >0, a3 >0, a4 >0 e ajasaz > a% +a%a4. (7)
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Se essas condicoes forem satisfeitas, F(0) é localmente assintoticamente estdvel; caso contririo, é
instavel.

4 Simulacoes Numéricas

Para as simulagbes numéricas, utilizamos MATLAB e o pacote ODE para resolver o sistema
de equacoes diferenciais. Investigamos a propagacdo de uma doenca em uma populagdo com
duas subpopulagdes (S7 e Sz) de diferentes suscetibilidades, analisando o impacto das mudangas
comportamentais () e da vacinagao na epidemia. Consideramos uma doenga hipotética com taxas
de transmissdo (1, P2, 01 € do, onde B > Ba, §1 > do e Py > d1. Os pardmetros utilizados estao
na Tabela 1. Inicialmente, sem vacinacao, analisamos o comportamento dos casos ativos sob trés
cendrios distintos de mudanga comportamental ().

A Figura 2 mostra a evolugdo dos casos ativos ao longo do tempo (em dias), considerando
mudangas no comportamento social durante o surto. As simulacoes incluem trés intervalos distintos
para v e 99, onde 1 indica o aumento do distanciamento social e 95 representa a reversao para
um comportamento sem restri¢oes.

0181

——— i, = 0.07 (120200 dias) e 4, = 0.14 (200-280 dlas)
06T —— i, = 0.07 (140-220 dias)e ¢, = 0.14 (220-300 dias)
#,=0.07 (160-240 dias) e = 0.14 (240-320 dias)

Fragdo da Populagdo Infectada
= = o =
o ©o g9 o 2
P = =2} o =i

] 100 200 300 400 500 600 7000 8OO 900 1000
Tempo (em dias)

Figura 2: Comparagio de casos ativos para ¢1 = 0.07 e J2 = 0.14. Fonte: Autor.

As curvas apresentam um pico inicial significativo devido a alta proporcao da populagdo em Sj.
O distanciamento social (1) é introduzido em trés perfodos distintos (120%-2002, 140°-220° e 160°-
240° dia) e posteriormente reduzido (¢2) entre 200°-2802, 220°-300° e 240°-320° dias, representando
o relaxamento das medidas.

A implementagao de 1¥; reduz temporariamente os casos ativos, enquanto 1o gera novos surtos,
evidenciando a menor adesdo ao distanciamento. As oscilagoes indicam surtos secundérios devido
a alternancia de comportamentos e possivel reinfec¢do. O gréafico confirma o papel essencial de ¥
na contencdo da transmissao e de 5 na reemergéncia de surtos.

A Figura 3 detalha essa evolucao, ilustrando diferentes condigbes para as mudancas de com-
portamento social. Em todos os casos, a probabilidade p de transicdo entre S; e Sy permanece a
mesma.
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Figura 3: Dindmica de infectados para 91 = 92 = 0, Y1 = 0.07 e 92 = 0.14. Fonte: Autor.

O grafico (a) mostra a evolugdo dos casos sem mudangas no comportamento social (97 = 0
e Y9 = 0), resultando em um pico inicial acentuado seguido de oscilagoes e surtos secundarios.
Nos gréficos (b), (c) e (d), diferentes perfodos de distanciamento social (¢ = 0.07) e sua reversao
(92 = 0.14) afetam a dindmica da infec¢io, evidenciando que o momento da adogao dessas medidas
influencia a evolucao da epidemia.

Os graficos da Figura 3 detalham as transigbes da Figura 2, segmentando as fases de mudanca
de comportamento social para uma analise mais precisa. A comparacao refor¢a que o distancia-
mento (¥1) reduz temporariamente os casos, enquanto sua reversao (2) pode gerar novos surtos,
destacando a importancia do t¢éming na mitigacao da epidemia.

A Figura 4 apresenta a evolugéo dos casos ativos para diferentes momentos de inicio da vaci-
nacao: sem vacinacdo, vacinac¢ao iniciada no 42 meés, no 62 més e no 12° més.

0.07
—Cem vacinagao
Vacinagdo iniclada no 4° més
0.06 Wacinagdo iniciada no §° més
Vacinagdo iniclada no 12° més
0.05 [
@0
=]
= 0041
=
I
2
m 0.03[
Q
0.02
0.01
0
0 100 200 300 400 500 600 700

Dias

Figura 4: Evolugao dos casos ativos nos cenarios com e sem vacinagao. Fonte: Autor.
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Sem vacinagdo, o pico ocorre por volta do 160° dia, seguido de uma queda e oscila¢gbes menores.
Com vacinagdo no 4° més, o pico reduz e ocorre no 140° dia, acelerando a estabilizacdo. No 6°
més, o pico permanece no 160° dia, mas com menos casos ativos. Ja no 12° més, o pico também
ocorre no 1602 dia, porém com mais casos e estabilizacao tardia. A vacinacao antes do pico reduz a
infecgao e acelera a estabilizacao, destacando a importancia de intervengdes precoces na mitigacao
da epidemia.

5 Consideracoes Finais

O modelo proposto combina vacinacao, distanciamento social e mudangas comportamentais em
um tUnico arcabouc¢o matematico. As simulagbes mostram que a vacinagdo precoce reduz a inci-
déncia da infecgao e estabiliza o sistema, enquanto varia¢des no distanciamento social influenciam
surtos secundarios.

A anélise indica que intervencoes oportunas, como vacinagao antes do pico epidémico e distan-
ciamento social em momentos criticos, podem minimizar a propagacao da infeccdo. A transicdo
entre diferentes condutas sociais torna o modelo mais realista e aplicavel a cendrios complexos.

Futuros estudos podem incorporar fatores como heterogeneidade etaria, distribuigdo espacial e
impacto de variantes virais. A calibragdo com dados reais também pode aumentar a aplicabilidade
do modelo para embasar politicas de satide publica.
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