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As álgebras de evolução são álgebras não associativas inspiradas em fenômenos biológicos com
aplicações e conexões com vários campos da matemática. Essas álgebras foram introduzidas por
Tian e Vojtechovstky [8] em 2016. Em [7], Tian identifica uma série de conexões dessas álgebras
com diversas áreas de pesquisa, como Genética, Teoria de Grupos, Cadeias de Markov e Teoria
de Grafos. Em 2015, Elduque e Labra [5] apresentam uma nova forma de associar uma álgebra
de evolução a um grafo orientado e a partir disso estudar propriedades dessas álgebras utilizando
a estrutura do grafo associado. Para certas condições, provou-se, por exemplo, que a irredutibili-
dade da álgebra é totalmente caracterizada pelo conexidade do grafo associado. Essa construção
proposta por Elduque e Labra é de especial interesse neste trabalho.

Vários estudos recentes se concentram nessa classe de álgebras, em particular, destacamos
o seguintes trabalhos, que caracterizam o espaço das derivações das álgebra de evolução: [3–6].
Neste trabalho, apresentaremos alguns resultados presentes em [2]. Tais resultados se dedicam a
caracterizar o espaço das derivações de álgebras de evolução, utilizando como principal ferramenta
o grafo associado a uma álgebra de evolução.

Vejamos algumas definições preliminares. Denotaremos por K um corpo de característica zero.
Uma K-álgebra A de dimensão finita é chamada de álgebra de evolução se admite uma base
B = {ei; i ∈ Λ} tal que eiej = 0 sempre que i ̸= j. Uma base com tal propriedade é chamada
de base natural. Os escalares ωij ∈ K tais que e2i =

∑
k∈Λ

ωikek são chamados de constantes de

estrutura de A relativas a B e a matriz MB = (ωik) é chamada de matriz de estrutura de A
relativa a B. Uma álgebra de evolução é perfeita se A2 = A. A definição de grafo associado a
seguir foi proposta em [5].

Definição 1. Sejam A uma álgebra de evolução, B = {ei; i ∈ Λ}, com Λ = {1, 2, . . . , n}, uma
base natural de A e MB = (wij) a matriz de estrutura de A relativa à base B. O grafo orientado
associado a A (relativo à base B), denotado por Γ(A, B), é o grafo cujo conjunto de vértices é
Λ = {1, . . . , n} e cuja matriz de adjacência é P = (bij) ∈ Mn(Z), onde

bij =

{
0, se wij = 0,
1, se wij ̸= 0.

(1)

Logo Γ(A, B) = (Λ, E), onde E = {(i, j) ∈ V × V ; wij ̸= 0}.

Destacamos dois resultados que serão importantes neste trabalho. O primeiro é o Teorema 1 de
[3] que afirma que o espaço de derivações de uma álgebra de evolução não degenerada cujo grafo
associado é livre de gêmeos é nula. O segundo é o Teorema 2.1 de [1] que afirma que o espaço de
derivações de uma álgebra de evolução perfeita é nula. Em [2] provamos a proposição a seguir,
que, como discutiremos, generaliza os dois resultados supracitados. Utilizaremos a notação Der(A)
para o espaço das derivações da álgebra A, o espaço das transformações lineares que respeitam a
identidade de Leibniz.
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Proposição 1. Seja A uma álgebra de evolução não degenerada tal que Der(A) ̸= {0}. Então A
não tem base natural única.

Observe que a proposição anterior é equivalente a dizer que se A tem a base natural única então
então Der(A) = {0}. Visto que toda álgebra de evolução perfeita e toda álgebra de evolução que é
livre de gêmeos tem base única, então a Proposição 1 é uma generalização do Teorema 2.1 de [1]
e também do Teorema 1 de [3]. Além disso, se considerarmos a álgebra de evolução A com base
natural B tal que

MB =

 1 1 1
1 1 −1
2 2 0

 , (2)

observamos que A tem base natural única, logo a Proposição 1 nos garante que Der(A) = {0}.
Observe ainda que A não é perfeita e tampouco livre de gêmeos, o mostra que a Proposição 1 é
mais geral.

Em [2] também apresentamos alguns outros resultados que caracterizam do espaço de derivação
de álgebras de evolução, especialmente voltados para a caracterização das álgebras de evolução de
Volterra (cuja matriz de estrutura é antissimétrica). Além disso, apresentamos o conceito de laços
de uma álgebra de evolução (inspirado pelo conceito de laços de um grafo) e mostramos critérios
para que a quantidade de laços seja preservada pelo troca da base natural.
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