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Na natureza há vários fenômenos que são descritos pela sua interação entre suas componentes
(partículas). Como a formação de padrão das cores do pêlo de uma zebra, onde tal padrão é esta-
belecido pelas interações no nível celular. Para compreender tal comportamento utilizam-se várias
ferramentas matemáticas, dentre elas, aquelas presentes nos sistemas de partículas interagentes.

Informalmente falando, os sistemas de partículas interagentes (SPI) possuem uma aleatorie-
dade presente em algum nível da evolução do sistema, ou seja, os estados de cada indivíduo são
atualizados, obedecendo alguma regra probabilística. Suas aplicações são diversas, desde espalha-
mento de epidemias [4], modelagem de interações intercelular através de vias aéreas [1] até sistemas
biológicos em geral [3]. Contudo, SPI tradicionais não comportam a hipótese do ambiente compor
o processo de evolução, podendo variar com o tempo.

O modelo que estudamos é motivado pelo processo de síntese de uma nova fita na replicação
do DNA onde podem ocorrer alterações no código genético. Mais especificamente, ele é um caso
particular do modelo conhecido por expansão-modificação, proposto por [2]. Esse modelo tem como
objetivo descrever o processo de atualização da sequência de DNA, em que pequenos segmentos de
DNA são copiados e inseridos de modo consecutivo ao segmento original. Nesse cenário, tomamos
uma sequência de zeros e uns, onde o zero corresponde a uma célula ativa e o um corresponde a
uma célula que sofreu morte celular. Sobre as transformações no modelo, cada célula ativa sofre
morte celular (modificação) ou reprodução celular (duplicação), e se a célula sofrer morte celular,
ela irá permanecer no sistema sem nenhuma alteração.

Assim, utilizando a teoria de operadores de substituição [5]. Nós trabalhamos com o operador:

P :

0 →

{
1 com probabilidade p.

00 com probabilidade 1− p.

1 → 1

(1)

em que o 0 (zero) pode sofrer uma duplicação (expansão), com probabilidade 1−p, ou uma mutação
(modificação) para o 1 (um), com probabilidade p, também conhecido como ponto de mutação.

Teorema 1. O operador P, definido em (1), é consistente.

Demonstração. Mostramos que para cada V ∈ dic, V P e V (Pconv ◦ Pcomp ◦ Pdescomp) possuem a
mesma distribuição. Ainda, consideramos que P ≡ Pconv ◦Pcomp ◦Pdescomp, e com isso o resultado
segue.

Teorema 2. Seja p, a probabilidade descrita em (1):
(a) Se p = 1, então µP = δ1Z ,∀ µ ∈ M.
(b) Se p = 0, então:

lim
t→∞

µPt =

{
δ0Z se µ(0) > 0.

δ1Z se µ(0) = 0.
(2)
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Demonstração. Com base em resultados preliminares, para o item (a) substituímos p = 1. E para o
item (b) mostramos que a sequência µPt(0) é monótona crescente e limitada, logo convergente.

Teorema 3. Seja p ∈ (0, 1). Em nosso processo, a medida δ1Z é invariante e, se p < 1
2 e

µ(0) = 2p−1
p−1 = f(p), então µP(0) = µ(0).

Demonstração. Igualamos µP(0) a µ(0), de modo que f(p) ≤ 0 se e só se p ≥ 1
2 . Portanto, se

p ≥ 1
2 , então µP(0) = µ(0) somente para µ(0) = 0.

Teorema 4. Seja p, a probabilidade descrita em (1). Para p ≥ 1
2 , temos que P é ergódico.

Demonstração. A evolução de cada qViPt(0) pode ser associada a um processo de ramificação Ri
t,

onde Ri
0 = 1. E como os processos Ri

t são independentes, concluímos o resultado.

Teorema 5. Seja p a probabilidade descrita em (1). Para p < 1
2 , P é não-ergódico. Além disso,

para µ ∈ M tal que µ(0) > 0, então

lim
t→∞

µPt(0) = f(p). (3)

Demonstração. Com base em resultados preliminares, mostramos que a distribuição inicial não
converge para a distribuição invariante δ1Z .

Considerações Finais
Neste trabalho apresentamos o modelo matemático e sua formalização utilizando operadores

de substituição. Demonstramos as suas principais propriedades: consistência, comportamento
assintótico de µPt quando p ∈ [0, 1], ergodicidade e não ergodicidade.
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