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Resumo. Neste trabalho são apresentados ensaios numéricos para escoamentos de fluidos viscoe-
lásticos em que a viscosidade polimérica ηP e o tempo de relaxação λ variam linearmente com a
pressão, p, em uma contração 4:1. As modelagens destes parâmetros reológicos em função da pressão
foram implementadas nos software OpenFOAM®e rheoTool, os quais foram aplicados a obtenção de
soluções numéricas para escoamentos viscoelásticos em uma geometria planar, a contração 4:1. Os
resultados numéricos obtidos apontam forte influência desta modelagem nos tamanhos dos vórtices
que surgem neste tipo de escoamento, o que demonstra a relevância de mais estudos numéricos
considerando este tipo de modelagem.
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1 Introdução
Nas últimas décadas os fluidos viscoelásticos têm ganhado grande destaque, devido sua grande

aplicabilidade na indústria e relevância cientifica, levando ao estudo e desenvolvimento de impor-
tantes equações constitutivas que visam modelar seus comportamentos com a máxima precisão
possível. Essas modelagens permitem a obtenção de informações de escoamentos de fluidos por
meio de simulações computacionais, sem a necessidade do desenvolvimento de experimentos espe-
cíficos, sendo assim mais rápida, menos custosa e permitindo explorar um conjuntos de situações
problema bem mais amplo.

Neste trabalho foi utilizado o OpenFOAM®, um software CFD de código aberto, que utiliza
discretização por meio do método dos volumes finitos e o método SIMPLE para solucionar o
sistema de equações e obter as variáveis primitivas, velocidade e pressão. Esta ferramenta possui
uma grande variedade de aplicações para a execução de simulações de diversos tipos de fluidos.
Além disso, foi utilizado também o rheoTool, lançado por Pimenta e Alves [11], uma extensão
para o OpenFOAM®, que aumenta sua capacidade de modelagem e simulação de escoamentos
com a implementação da metodologia Log-conformation para os modelos viscoelásticos [5], e novas
abordagens para os esquemas de interpolação dos termos advectivos [10]. Apesar das grandes
contribuições implementadas pelo rheoTool, o mesmo ainda não permite a utilização de modelos
que levam e conta a dependência da viscosidade e/ou tempo de relaxação com a pressão. A
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importância da viscosidade dependendo da pressão tem sido vista em problemas que envolvem
lubrificação, processamento de alimentos e o bombeamento de combustível ([12]).

A existência de uma relação entre a viscosidade e a pressão foi apontada 1845 por Stokes
[13] e demostrada experimentalmente por Barus [2], o que deu origem a duas modelagens para
o crescimento da viscosidade em relação ao aumento da pressão, uma linear e outra exponencial.
Posteriormente, em 2011, Karra et al. [8] modificou o modelo UCM para possibilitar variações da
viscosidade e do tempo de relaxação com respeito a pressão, estudando o problema de valor de
contorno modelado pelo escoamento entre duas placas paralelas. Em seu trabalho Karra et al. [8]
considerou a placa inferior em repouso e a placa superior movendo-se a uma velocidade periódica
no tempo, obtendo resultados teóricos e numéricos distintos da modelagem padrão.

A fim de contribuir com o entendimento do quanto esses tipos de propriedades podem afetar o
comportamento de escoamentos, este trabalho inclui no rheoTool as implementações da viscosidade
polimérica e do tempo de relaxação do fluido como funções da pressão, substituindo na formulação
matemática estas funções onde no modelo padrão são apenas constantes.

Para iniciar a análise da metodologia numérica desenvolvida que inclui os efeitos da pressão
sobre a viscosidade polimérica e o tempo de relaxação do fluido em escoamentos viscoelásticos,
no trabalho [6] podem ser encontrados os testes de convergência de malha com base no problema
do escoamento totalmente desenvolvido em um canal bem como a análise do comportamento da
pressão ao longo do canal para diferentes intensidades de variação da viscosidade e tempo de
relaxação.

Dando continuidade ao trabalho [6], neste trabalho são apresentados ensaios numéricos de simu-
lações de escoamentos totalmente desenvolvidos em uma contração 4:1 (ver Figura 1), utilizando
fluidos viscoelásticos modelados pela equação constitutiva padrão Oldroyd-B, e pela equação mo-
dificada permitindo que tanto a viscosidade polimérica quanto o tempo de relaxação dependam
igualmente da pressão. O estado estacionário é considerado após um tempo suficientemente
grande em que não há mais alterações das variáveis no escoamento. Porém, há de se ter cuidado
nesta medida quando se trata de escoamentos viscoelásticos em uma contração 4:1, como repor-
tado em [1]. Neste presente trabalho serão considerados os casos de escoamentos estacionários e
simétricos.

Primeiramente o trabalho de Pimenta e Alves [10] será revisitado a fim de apresentarmos as
soluções clássicas da literatura para escoamentos viscoelásticos em uma contração 4:1, ou seja, as
soluções baseadas na modelagem padrão apresentadas por [1], [3], [4], [9] e [10]. Posteriormente,
nesta mesma geometria, serão realizados estudos sobre a influência da variação da viscosidade e
do tempo de relaxação com respeito a pressão nos escoamentos viscoelásticos.

Figura 1: Esboço do domínio para o escoamento em uma contração 4:1. Fonte: Elaboração dos autores.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0342 010342-2 © 2025 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0342


3

2 Modelagem Matemática

As leis físicas de conservação que regem o escoamento de fluidos são modeladas matematica-
mente pelas equações de Navier-Stokes. Nessa seção serão apresentadas as equações simplificadas
para escoamentos incompressíveis, isotérmicos e laminares. Além disso, são modelados fluidos
viscoelásticos de acordo com a equação constitutiva Oldroyd-B modificada, permitindo que a vis-
cosidade polimérica (ηP ) e o tempo de relaxação (λ) variem linearmente com a pressão. Assim,
temos o escoamento do fluido modelado por

∇ · v = 0 , (1)

ρ

(
∂

∂t
(v) +∇ · (vv)

)
−∇ · (ηS∇v) = −∇p+∇ ·

(
ηS (∇v)

T
)
+∇ · τP , (2)

τP + λ(p)
▽
τP = ηP (p)

(
∇v + (∇v)

T
)

, (3)

▽
τP =

∂τP

∂t
+∇ · (vτP )− τP · ∇v − (∇v)T · τP , (4)

ηP (p) = ηP0
(1 + γ (p− pref )) , (5)

λ(p) = λ0 (1 + γ (p− pref )) , (6)

onde ρ é a massa específica constante do fluido, v é o vetor velocidade, p é a pressão, τP é o
tensor extra-tensão polimérico, ηS a viscosidade do solvente, ηP0

e λ0 a viscosidade do polímero
e o tempo de relaxação, respectivamente, a uma pressão de referência pref , a qual neste trabalho
será considerada como sendo nula, e γ o coeficiente da viscosidade dependendo da pressão, cuja
unidade de medida é inversa a da pressão. Da literatura [7], os valores de γ estão entre 10 e 50
GPa−1 para polímeros fundidos, 10 e 70 GPa−1 para lubrificantes e, 10 e 20 GPa−1 para óleo
mineral.

Para a metodologia Log-conformation inclui-se a modelagem do tensor Θ, o qual se relaciona
com o tensor extra-tensão τ p por meio do tensor Conformação A, basicamente por: Θ = ln (A) e
τ p =

ηp

λ (A− I). Detalhes desta metodologia podem ser encontrados em [5].
Neste trabalho é considerada uma geometria com h = 1m, H = 4h, L = l = 100h e uma

velocidade média na saída do fluido de Uout = 1m/s. A velocidade de entrada do fluido é dada em
função da velocidade Uout e do tempo t, expressa na equação (7) :

Uin(t) =
1− cos (πt)

8
Uout , 0 ≤ t ≤ 1 e Uin(t) = 0.25Uout , t > 1 . (7)

Além deste perfil de velocidade aplicado na entrada, as demais condições de contorno são: v = 0,
τP calculado por extrapolação linear e condições de Neumann homogêneas na direção normal ao
contorno para p e Θ nas paredes; vy = 0, τP = 0, Θ = 0 e ∂p/∂x = 0 (Neumann homogênea)
na entrada; e condições de Neumann homogêneas na direção normal ao contorno para todas as
variáveis v, p, τP e Θ na saída.

Para efeito de comparação, para que as escalas, dimensões e unidades de medidas das pro-
priedades não interfiram, os resultados serão apresentados na forma adimensional. Sendo assim,
surgem números e parâmetros importantes e conhecidos na literatura: o número de Reynolds
(Re = ρUout H/ηP0), o número de Deborah (De = λ0Uout/H) e a contribuição Newtoniana do
fluido (β = ηS/(ηS + ηP0)).

3 Resultados Clássicos

O trabalho de Pimenta e Alves [10], que motivou os estudos da seção 4 deste trabalho, será
revisitado agora para apresentação do comportamento dos escoamentos viscoelásticos, segundo a
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modelagem padrão Oldroyd-B, observando a formação e tamanho dos vórtices, fenômenos carac-
terísticos de escoamentos em uma contração 4:1. Os resultados dos trabalhos anteriores [1], [3], [4]
e [9] também serão considerados.

Desta forma, para este trabalho os parâmetros considerados são: ηp = 0.88889m2s−1, ηs =
0.11111m2s−1, ρ = 0.01kgm−3, Uout = 1ms−1, λ valores de 1 a 5s, levando a β = 1

9 , Re = 0.01 e
De assumindo valores de 1 a 5.

A Figura 2 apresenta os resultados dos trabalhos clássicos [1], [3], [4], [9] e [10] juntamente com
os resultados numéricos obtidos neste presente trabalho considerando uma malha mais refinada em
locais próximos onde há a formação de vórtices, cujas dimensões das células são: ∆xmin/(h/2) =
0.00296, ∆xmax/(h/2) = 9.158, ∆ymin/(h/2) = 0.00304 e ∆ymax/(h/2) = 0.162. As Figuras 2
(a) e (b) apresentam as evoluções dos comprimentos dos vórtices X̃R e X̃L, respectivamente, com
o aumento do número de Deborah De. Em todo este trabalho, o comprimento dos vórtices foi
medido detectando a mudança de sinal na componente da velocidade.

(a) (b)

Figura 2: Comprimentos dos vórtices X̃R (a) e X̃L (b) em função de De: resultados obtidos no
presente trabalho (R.O.) e os resultados apresentados por [1], [3], [4], [9] e [10]. Fonte: Elaboração
dos autores.

Como reportado em [10], todos os resultados seguem em boa ou razoável concordância consi-
derando De < 4. Para De ≥ 4, Pimenta e Alves [10] atribuem a notável diferença dos resultados
de Afonso et al. [1] à aplicação da condição de contorno aos componentes do tensor extra-tensão
polimérico nas paredes. Pode-se notar que o aumento da elasticidade (aumento de De) causa um
aumento do vórtice XL (Figura 2 (b)), que está relacionado ao aumento das tensões na quina da
contração e, por outro lado, gera uma diminuição do vórtice XR (Figura 2 (a)). Porém, estes
aspectos não estão totalmente elucidados no que diz respeito a independência da malha e valor
crítico de Deborah, por isso, em [10] os autores utilizaram uma elevada resolução da malha espacial
para alcançar uma precisão local não reportada até então (ver [10]).

4 Resultados com Parâmetros Variáveis com a Pressão
Nessa seção serão analisados os comportamentos dos escoamentos viscoelásticos quando a visco-

sidade e o tempo de relaxação dependentes da pressão são considerados na modelagem matemática.
Esta análise será realizada observando a influência na formação e tamanho dos vórtices, fenômenos
característicos de escoamentos em uma contração 4:1.

Os parâmetros viscosidade polimérica (ηP ) e tempo de relaxação (λ) são expressos pelas equa-
ções (5) e (6), variando linearmente com a pressão. Para as simulações desta seção foi utilizada a
metodologia Log-Conformation, portanto, por restrições das equações implementadas no rheoTool,
devemos, obrigatoriamente, utilizar fηP

(p) = fλ (p).
Com base na escolha da malha apresentada na seção 3, que resultou em boa concordância com

os resultados de Pimenta e Alves [10] (e também de [1], [3], [4] e [9]), seguiremos nesta seção com

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0342 010342-4 © 2025 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0342


5

as mesmas configurações de domínio e malha da seção anterior 3.
A comparação entre os valores do comprimento dos vórtices são ilustrados nas Figuras 3(a) e

3(b) para os vórtices X̃R e X̃L, respectivamente, com γ = 0, 10−4 e 10−3, De = 1, 2, 3, 4 e 5,
β = 1/9 e Re = 0.01.

Nota-se na Figura 3(a) que com o aumento do número de Deborah (De) há uma redução no
tamanho do vórtice X̃R, assim como ocorre com o modelo padrão (γ = 0). Além disso, o aumento
do parâmetro γ faz com que haja uma maior redução no tamanho do vórtice X̃R. Por outro lado,
observando a Figura 3(b), podemos notar que com o aumento de De há um aumento do tamanho
do vórtice X̃L na nova modelagem, assim como também ocorre na modelagem padrão (γ = 0), e
para valores de γ mais elevados o aumento no tamanho do vórtice X̃L é maior.

(a) (b)
Figura 3: Comprimentos dos vórtices X̃R (a) e X̃L (b) em função de De, para diferentes valores
de γ: γ = 0 (modelo Oldroyd-B padrão), γ = 10−4 e 10−3. Fonte: Elaboração dos autores.

Nas Figuras 4(a) e 4(b) são apresentados os tamanhos dos vórtices X̃R e X̃L, respectivamente,
para De = 2, β = 1/9 e Re = 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 e 0.05, para γ = 0 e γ = 10−3. Quanto ao
vórtice X̃R (Figura 4(a)), podemos observar que para γ = 10−3 há a formação de um vórtice menor
do que o obtido pelo modelo padrão, e, além disso, o aumento do número de Reynolds (Re) leva
a uma leve redução no tamanho do vórtice em ambas as abordagens. Agora para o vórtice X̃L,
exposto na Figura 4(b), ocorre o contrário, e não havendo diferenças significativas no tamanho X̃L

com o aumento de Re. Os resultados das Figuras 3 e 4 mostram que para estes valores baixos de
Re escolhidos a maior influência no tamanho dos vórtices vem dos efeitos elásticos e não inerciais.

(a) (b)
Figura 4: Comprimentos dos vórtices X̃R (a) e X̃L (b) em função de Re, para diferentes valores
de γ: γ = 0 (modelo Oldroyd-B padrão), γ = 10−3 (nova modelagem). Fonte: Elaboração dos
autores.

As Figuras 5(a) e 5(b) ilustram o tamanho dos vórtices X̃R e X̃L, respectivamente, para De = 2,
Re = 0.01 e β = 0, 1/9, 2/9, 3/9, 4/9 e 5/9, para γ = 0 e γ = 10−3. Considerando a Figura 5(a),
o aumento do parâmetro β, ou seja, à medida que a contribuição newtoniana da viscosidade do
fluido aumenta, o tamanho do vórtice X̃R também aumenta. Podemos destacar que, à medida que
valores de β aumentam, a diferença do tamanho dos vórtices X̃R entre o novo modelo e o modelo
padrão diminuem. No caso do vórtice X̃L (Figura 5(b)), o aumento do parâmetro β leva a uma
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redução no tamanho dos vórtices em ambas as modelagens. E, de forma semelhante para o vórtice
X̃R, a diferença de tamanho entre os vórtices X̃L da nova modelagem e da modelagem padrão
diminuem ao incrementar o parâmetro β.

(a) (b)
Figura 5: Comprimentos dos vórtices X̃R (a) e X̃L (b) em função de β, para diferentes valores
de γ: γ = 0 (modelo Oldroyd-B padrão), γ = 10−3 (nova modelagem). Fonte: Elaboração dos
autores.

Na Figura 6 são apresentas as linhas de corrente, próximo a contração, para De = 2 e 5, com
γ = 10−3, β = 1/9 e Re = 0.01. Em trabalho futuro, o contorno da pressão bem como dos
componentes do tensor extra-tensão polimérico serão incluídos para maiores discussões.

(a) (b)
Figura 6: Linhas de corrente para: De = 2 (a) e De = 5 (b). Re = 0.01, β = 1/9 e γ = 10−3.
Fonte: Elaboração dos autores.

5 Considerações Finais
O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo paramétrico do escoamento em uma contração

4:1 para a nova modelagem, com a viscosidade e o tempo de relaxação sendo influenciados pela
pressão, e deste modo modificando o comportamento do escoamento, em relação ao modelo padrão.

Foram executadas simulações com valores de γ = 0, 10−4 e 10−3, De = 1, 2, 3, 4 e 5, Re = 0.01,
0.02, 0.03, 0.04 e 0.05, e β = 0, 1/9, 2/9, 3/9, 4/9 e 5/9. Observa-se a redução no tamanho do
vórtice XR com o aumento dos parâmetros γ, De e Re, e redução do parâmetro β. Para o vórtice
XL, há um aumento em seu tamanho juntamente com o incremento dos parâmetros γ e De, e
decremento do parâmetro β. Entretanto, com a variação do número de Reynolds (Re) não houve
alteração em seu tamanho.

Com base nos resultados numéricos apresentados, com escoamentos viscoelásticos em que a
viscosidade polimérica e o tempo de relaxação dependem da pressão, podemos concluir que este
trabalho traz contribuições no estudo de fluidos viscoelásticos e para a Reologia Computacional,
exibindo a forte influência dessa variação da viscosidade e tempo de relaxação com a pressão, este
tipo de fluido, em uma contração 4:1. Em trabalhos futuros, devemos analisar o comportamento
da pressão ao longo deste escoamento, como foi retrato em [6], assim como dos componentes do
tensor extra-tensão polimérico.
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