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Resumo. Neste trabalho estudamos uma matriz tridiagonal por blocos, que se relaciona com a
solubilidade do jogo Lights Out. Mostramos que o determinante e os autovalores dessa matriz se
relacionam com os polinômios de Fibonacci de uma forma natural. Essa relação também aparece
ao estudar a solubilidade do jogo por outra perspectiva, por meio de um operador linear. A partir
do estudo de uma soma de cossenos ser racional, conseguimos uma condição necessária e suficiente
para que dois determinados polinômios de Fibonacci sejam primos entre si.

Palavras-chave. Matriz tridiagonal por blocos, polinômio de Fibonacci, jogo Lights Out

1 Introdução

Uma matriz tridiagonal por blocos é uma matriz quadrada em blocos que tem matrizes qua-
dradas (blocos) na diagonal inferior, diagonal principal e diagonal superior, com todos os outros
blocos sendo matrizes nulas. Essencialmente, é uma matriz tridiagonal, mas possui submatrizes
no lugar de escalares. Uma matriz tridiagonal por blocos M(m,n) tem a forma:

M(m,n) =



B1 C1 · · · 0
A2 B2 C2

. . . . . . . . .
...

Ak Bk Ck

...
. . . . . . . . .

Am−1 Bm−1 Cm−1

0 · · · Am Bm


onde Ai+1 , Bk e Ci (para 1 ≤ k ≤ m e 1 ≤ i ≤ m− 1) são submatrizes quadradas de ordem n da
diagonal inferior, principal e superior, respectivamente.

Aqui vamos considerar ainda um caso particular de uma matriz tridiagonal por blocos, onde:
os blocos da diagonal principal são matrizes tridiagonais com as entradas não nulas iguais a 1; e
os blocos das diagonais inferior e superior são matrizes identidades.
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Ou seja, uma matriz M∗(m,n) da forma

M∗(m,n) =

m colunas de blocos︷ ︸︸ ︷

Tn In 0n · · · 0n
In Tn In · · · 0n
0n In Tn · · · 0n
...

. . . . . . . . .
...

0n · · · In Tn In
0n · · · 0n In Tn


com m2 blocos de ordem n × n, formando uma matriz de ordem mn × mn onde Tn é a matriz
tridiagonal mencionada anteriormente e In é a matriz identidade.

Por exemplo, se m = 4 e n = 3, a matriz será uma matriz de ordem 12 da seguinte forma:

M∗(4, 3) =


T3 I3 0 0
I3 T3 I3 0
0 I3 T3 I3
0 0 I3 T3

 =



1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1



.

A matriz M∗(m,n) se relaciona com o jogo Light Out de configuração em m linhas e n colunas.
Para maiores detalhes sugerimos [3].

Na segunda seção, mostramos a relação entre o determinante e os autovalores da matriz
M∗(m,n) com os polinômios de Fibonacci. Ainda, na terceira seção, apresentamos a matriz
M∗(m,n) como matriz de um operador linear.

2 O Determinante e a Inversibilidade de M∗(m,n)

Em [8], Molinari estuda o determinante de matrizes tridiagonais por blocos. Utilizando os
resultados por ele desenvolvido, e com a notação apresentada anteriormente, concluímos que

det(M∗(m,n)) = (−1)mn det (Am) ,

onde Am é o bloco de tamanho n× n do canto superior esquerdo da matriz Qm, com

Q =

[
−Tn −In
In 0

]
.

Em [10], Stănică e Stănică apresentam um estudo sobre a potência de matrizes em blocos,
mostrando que se

R =

[
A B
C D

]
,
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então
Rm =

[
Am Bm

Cm Dm

]
,

em que as submatrizes seguem as seguintes relações:

Am = A ·Am−1 +B · Cm−1, Bm = A ·Bm−1 +B ·Dm−1,

Cm = C ·Am−1 +D · Cm−1 e Dm = C ·Bm−1 +D ·Dm−1.

Comparando, Q e R temos que Am = −Tn·Am−1−In·Cm−1, mas como Cm = In·Am−1 = Am−1,
temos a relação de recorrência, Am = −Tn·Am−1−Am−2, para m ≥ 2, em que A0 = In e A1 = −Tn.

Se considerarmos a recorrência

pm(x) = −xpm−1(x)− pm−2(x), (1)

com m ≥ 2 e p0(x) = 0 e p1(x) = 1, temos a primeira semelhança com os polinômios de Fibonacci,
que são gerados pela recorrência fm(x) = xfm−1(x) + fm−2(x), com m ≥ 2 [6, p. 4] e f0(x) = 0 e
f1(x) = 1.

Vale notar também que os polinômios de Fibonacci e os polinômios solução da recorrência
apresentada em (1) são gerados pelas potências das matrizes[

x 1
1 0

]
e

[
−x −1
1 0

]
,

respectivamente.
A Tabela 1 apresenta os 10 primeiros polinômios de Fibonacci e os 10 primeiros polinômios que

são soluções da recorrência (1).

Tabela 1: Os polinômios fm(x) e pm(x), para m = 1, 2, · · · , 10.
m fm(x) pm(x)
1 1 1
2 x −x
3 x2 + 1 x2 − 1
4 x3 + 2x -x3 + 2x
5 x4 + 3x2 + 1 x4 − 3x2 + 1
6 x5 + 4x3 + 3x −x5 + 4x3 − 3x
7 x6 + 5x4 + 6x2 + 1 x6 − 5x4 + 6x2 − 1
8 x7 + 6x5 + 10x3 + 4x −x7 + 6x5 − 10x3 + 4x
9 x8 + 7x6 + 15x4 + 10x2 + 1 x8 − 7x6 + 15x4 − 10x2 + 1
10 x9 + 8x7 + 21x5 + 20x3 + 5x −x9 + 8x7 − 21x5 + 20x3 − 5x

A expressão geral para os polinômios de Fibonacci é

fm+1(x) =

⌊m
2 ⌋∑

i=0

 m− i

i

xm−2i,

em que ⌊k⌋ é a parte inteira de k [6, p. 16]. Já para a recorrência em (1) a expressão geral é

pm+1(x) =

⌊m
2 ⌋∑

i=0

(−1)
m−i

 m− i

i

xm−2i.
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Considerando a expressão geral para a recorrência em (1), reduzimos o trabalho de encontrar
um determinante de uma matriz de ordem mn×mn para o determinante de um polinômio de uma
matriz, Am = pm+1(Tn) de ordem n× n, a saber

det(M∗(m,n)) = (−1)mn det

⌊m
2 ⌋∑

i=0

(−1)
m−i

 m− i

i

 (Tn)
m−2i

 .

Lembrando que o determinante de uma matriz é o produto de seus autovalores [7, p. 271] e
utilizando o Teorema 7.7 apresentado por Graham em [4] (e reproduzido a seguir) podemos calcular
o determinante de pm+1(Tn) considerando os autovalores de Tn.

Teorema 2.1. Se uma matriz A de ordem n × n tem os autovalores λ1, λ2, . . . , λn e p é um
polinômio, então os autovalores de p(A) são p(λ1), p(λ2), . . . , p(λn).

Portanto,

det(M∗(m,n)) = (−1)mn
m∏
i=1

pm+1(λi),

onde λi são os autovalores de Tn.
De acordo com Noschese, Pasquini e Reichel, em [9], os autovalores de Tn são da forma

λj = 1 + 2 cos

(
jπ

n+ 1

)
para j = 1, 2, . . . , n.

Considerando que

cos

(
π − kπ

m+ 1

)
= cosπ cos

(
kπ

m+ 1

)
+ senπ sen

(
kπ

m+ 1

)
= − cos

(
kπ

m+ 1

)
,

também podemos escrever que os autovalores de Tn são da forma

λj = 1− 2 cos

(
jπ

n+ 1

)
para j = 1, 2, . . . , n.

A partir disso, podemos inferir quando a matriz M∗(m,n) é singular. Basta analisarmos quando
um dos autovalores de Tn é raiz do polinômio

pm+1(x) =

⌊m
2 ⌋∑

i=0

(−1)
m−i

 m− i

i

xm−2i.

Para encontrarmos as raízes de pm+1, usamos as mesmas ideias de Hoggatt Jr. e Bicknell, em
[5], para encontrar as raízes dos polinômios de Fibonacci.

Temos que o polinômio pm+1 é determinado pela recorrência pm+1(x) = −xpm(x)− pm−1(x),
cuja equação característica é y2 + xy + 1 = 0 e consequentemente as raízes são

α =
−x+

√
x2 − 4

2
e β =

−x−
√
x2 − 4

2
.

A solução geral da recorrência é

pm+1(x) =
αm+1 − βm+1

α− β
.
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Fazendo x = 2 cosh z, temos que

x2 − 4 = 4 cosh2 z − 4 = 4
(
cosh2 z − 1

)
= 4 senh2 z.

Ou seja,
√
x2 − 4 = 2 | senh z|. Considerando

√
x2 − 4 = 2 senh z obtemos

α =
−2 cosh z + 2 senh z

2
= − cosh z+senh z e β =

−2 cosh z − 2 senh z

2
= − cosh z− senh z.

Como cosh z = ez+e−z

2 e senh z = ez−e−z

2 , segue que

α = −ez + e−z

2
+

ez − e−z

2
= −e−z e β = −ez + e−z

2
− ez − e−z

2
= −ez.

Logo,

pm+1(x) =
(−e−z)m+1 − (−ez)m+1

−e−z + ez
=

(−1)m+1e−(m+1)z − (−1)m+1e(m+1)z

ez − e−z

=
(−1)m

(
e(m+1)z − e−(m+1)z

)
ez − e−z

.

Ou seja,

pm+1(x) = (−1)m
senh((m+ 1)z)

senh z
,

com x = 2 cosh z. Se
√
x2 − 4 = −2 senh z chegamos no mesmo resultado.

Assim, pm+1(x) = 0 quando senh((m + 1)z) = 0 e senh z ̸= 0. Em [2, p. 110], Brown e
Churchill mostram que as raízes de senh z são z = kπi, para k = 0,±1,±2, . . .. Logo, as raízes de
senh((m+ 1)z) são

z = ± kπi

m+ 1
, com k = 0, 1, 2, . . . .

Como senh z ̸= 0, excluímos das raízes encontradas para k = 0 e k múltiplo de m+ 1, e todas
as que se repetem (quando consideradas como ângulos). Assim, obtemos as raízes

z = ± kπi

m+ 1
, com k = 1, 2, . . . ,m.

Sendo x = 2 cosh z, as raízes de pm+1 são

x = 2 cosh

(
± kπi

m+ 1

)
= 2 cosh

(
kπi

m+ 1

)
, com k = 1, 2, . . . ,m.

Por outro lado, cosh(iv) = cos(v) [2, p. 109], então as raízes de pm+1 são

x = 2 cos

(
kπ

m+ 1

)
, com k = 1, 2, . . . ,m.

Desta forma, os autovalores de Tn são raízes de pm+1, quando

2 cos

(
kπ

m+ 1

)
= 1− 2 cos

(
jπ

n+ 1

)
para algum j = 1, 2, . . . , n e algum k = 1, 2, . . . ,m.
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Ou seja, a matriz M∗(m,n) é singular quando

cos

(
kπ

m+ 1

)
+ cos

(
jπ

n+ 1

)
=

1

2

para algum j = 1, 2, . . . , n e algum k = 1, 2, . . . ,m.
Em [11], mostramos que a matriz M∗(m,n) se relaciona com a solubilidade do jogo Lights

Out, de modo que se a matriz M∗(m,n) for invertível o jogo apresenta solução independente da
configuração inicial. Ainda em [11], mostramos que

det(M∗(m,n)) =

m∏
k=1

n∏
j=1

[
1 + 2

(
cos

(
kπ

m+ 1

)
+ cos

(
jπ

n+ 1

))]
,

uma vez que os autovalores de M∗(m,n) são da forma

λjk = 1 + 2

[
cos

(
kπ

m+ 1

)
+ cos

(
jπ

n+ 1

)]
com k = 1, 2, . . . ,m e j = 1, 2, . . . , n.

Para a analise dos autovalores de M∗(m,n), em [11], utilizamos o produto e a soma de Kro-
necker. Aqui chegamos ao mesmo resultado por outro caminho.

3 M∗(m,n) como Matriz de um Operador Linear
Em [1], Barua e Ramakrishnan fazem um estudo do operador linear F (X) = TmX+X(Tn−In)

no espaço das matrizes de ordem m×n, que também se relaciona com a solubilidade do jogo Lights
Out. A M∗(m,n) é a matriz do operador em relação a base canônica, formada pelas matrizes Bℓ

de ordem m× n tal que, se ℓ = n(i− 1) + j então a entrada bij = 1 e todas as demais são nulas.
Os autores, ainda em [1], mostram que X pertence ao núcleo de F se, e somente se, os vetores

colunas de X satisfazem a recorrência X(i) = TnX(i−1) +X(i−2), para 1 < i ≤ n, com X(0) = 0 e
X(n+1) = TnX(n) +X(n−1) = 0.

Vale notar que a recorrência acima é a que gera os polinômios de Fibonacci, evidenciando
novamente a relação. Barua e Ramakrishnan mostram que o polinômio característico de Tn é o
polinômio Fibonacci fn(x). Adicionalmente a isso, eles mostram que o operador F é invertível se, e
somente se, os polinômios de Fibonacci fm(x) e fn(x+1) são primos entre si. Ou equivalentemente
se, e somente se, os polinômios de Fibonacci fm(x+ 1) e fn(x) são primos entre si.

Barua e Ramakrishnan, concluem que se m é ímpar e n ≡ 2 (mod 3) (ou vice-versa) então o
operador F não é invertível e que se m ≡ 4 (mod 5) e n ≡ 4 (mod 5) então F não é invertível.

Em [11], conseguimos com uma análise nos autovalores de M∗(m,n), concluir um resultado
mais forte. Apresentado a seguir.

Teorema 3.1. A matriz M∗(m,n) é singular se, e somente se, vale uma das seguintes afirmações:

1. m ≡ 2 (mod 3) e n é ímpar.

2. m é ímpar e n ≡ 2 (mod 3).

3. m ≡ 4 (mod 5) e n ≡ 4 (mod 5).

Como a (não) invertibilidade da matriz M∗(m,n) está relacionada com a (não) invertibilidade
do operador, temos que, se o operador F não é invertível, então valem as condições do teorema
anterior.
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A prova do Teorema 3.1 recai na racionalidade da soma de cossenos, uma vez que para a matriz
ser singular um de seus autovalores precisa ser nulo. Ao estudarmos quando a soma

cos

(
kπ

m+ 1

)
+ cos

(
jπ

n+ 1

)
é racional, conseguimos restringir para o caso de ser igual a 1

2 , que anula um autovalor de M∗(m,n),
e o resultado encontrado é exatamente as condições apresentadas no Teorema 3.1.

4 Considerações Finais
Neste trabalho apresentamos um estudo do determinante e a invertibilidade de uma matriz

tridiagonal por blocos. Tal estudo nos levou a uma relação com os polinômios de Fibonacci que
nos permitiu concluir resultados interessantes. Comparando os resultados obtidos com estudos
anteriores uma nova relação aparece, com a racionalidade da soma de cossenos. E com isso podemos
afirmar uma condição necessária e suficiente para que determinados polinômios de Fibonacci sejam
coprimos.
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