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Resumo: Nas iltimas décadas, a incidéncia global da dengue tem crescido dramaticamente fa-
vorecida pelo aumento da mobilidade humana e da urbanizacdo. O estudo da populagao do mos-
quito € de grande importancia para a saude piublica em paises como o Brasil, onde as condicdes
climdticas e ambientais sdo favordveis para a propagacdo desta doenca. Este trabalho baseia-se
no estudo de modelos matemdticos que tratam do ciclo de vida do mosquito da dengue usando
equacoes diferencias parciais. FEstudamos a existéncia de solucdo na forma de onda viajante,
usando um método semi-analitico combinando técnicas de Sistemas Dinamicos, como a se¢do
de Poincaré e andlise local com base no Teorema de Hartman-Grobman, e integra¢do numeérica.
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Problema: Atualmente, mais de 2,5 bilhoes de pessoas no mundo vivem em risco da dengue, nao
s6 nas regioes tropicais, mas também, atingindo climas temperados. O Aedes aegypti se prolifera
em estreita proximidade com as comunidades humanas usando armazenamentos artificiais de
dgua tais como tanques, tambores, baldes, vasos de flores, etc., como locais de reprodugao [2].

No sentido de epidemias, Hay [3] relata uma possivel epidemia de dengue no Brasil em 2014
que sediard a 20° Copa do Mundo FIFA de futebol. Ele avalia os potenciais niveis de exposicao
através da andlise de mapas de distribuicao da dengue no Brasil e os registros de sua variagao
sazonal nas cidades-sede.

Existem varias abordagens sobre a invasao e busca de controle da dengue. O trabalho
de Dufourd e Dumont [1] tem por objetivo desenvolver um modelo matematico para simular a
dispersao do mosquito Aedes albopictus e seu controle levando em conta os parametros ambientais
(vento, temperatura, localizacao). Os autores usam ferramentas de controle biol6gico, como a
Técnica do Inseto Estéril que consiste na introducao de um grande ntimero de insetos estéreis.
Eles fazem simulagoes numéricas para a dispersao do mosquito e testam diferentes cendrios para
o controle da doenca.

Uma solucao de uma equagao diferencial parcial (EDP) que pode ser escrita na forma u(§)
é chamada solugéao na forma de uma onda viajante, onde a varidavel £ = x — ct é dita varidvel
viajante e ¢ (constante) é a velocidade de propagacao. Utilizaremos este tipo de solu¢do neste
trabalho, que transforma uma EDP em uma equagao diferencial ordindria (EDO). Assim, en-
contrar a solucao da EDO na forma de uma onda viajante equivale a encontrar a solugao da
EDP correspondente.

Com esta forma de solucdo, destacamos o trabalho de Maidana e Yang [5] que determinam a
existéncia de solucoes em forma de ondas viajantes, em processos de invasao do mosquito Aedes
aegypti. Os autores propuseram um modelo matematico baseado na difusao espacial da dengue
por meio de um sistema de EDP de Reacao e Difusao, relacionando as populacées humanas e
de mosquitos. A taxa de disseminacao da doencga é determinada pela aplicacao das solugoes de
ondas viajantes para o sistema correspondente de EDP.

Formulagao do problema: Passamos agora, para a descrigao do ciclo de vida do mosquito da
dengue. Focando nossa aten¢ao numa escala espacial urbana onde um processo (local) de difusao
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é devido a um movimento de busca auténomo e aleatério da fémea alada do Aedes aegypti e
¢é acoplado com uma constante de advecgao que pode ser interpretada como um resultado de
transporte pelo vento. Faremos nossa analise para o caso unidimensional [9)].

Para simplificar a dindmica biolégica vital do mosquito, o modelo proposto em [9] considera
somente duas subpopulagoes, a forma alada e mével (mosquitos adultos fémeas) e uma populagao
aquatica e estdtica, na qual incluem as formas ovo, larva e pupa. Considere o seguinte esquema
compartimental baseado no processo de desenvolvimento do mosquito

r 70 g V2
M — O (Ovo) — L (Larva) — P (Pupa) — M (Adulto),
(1)
1 \ 1 1
Ho H1 K2 K3

onde O(zx,t), L(x,t), P(x,t) e M(x,t) sao as densidades de ovos, larvas, pupas e mosquitos
fémeas aladas, respectivamente. Em cada uma destas fases existe uma taxa u;, ¢ = 0,1,2,3, de
mortalidade, uma taxa 7; de passagem da fase ¢ para a fase i + 1, ¢ = 0,1,2, e uma taxa r de
oviposicao. Consideramos que o Aedes aegypti possui duas fases: ovo, larva e pupa compoem a
fase aquética e estética (A(z,t)), e mosquitos fémeas a sua fase alada e mével (M (x,t)).

Comegando com um modelo simples, os autores de [9] descrevem um modelo para a dindmica
espacial da populacdo de Aedes aegypti. Assim, tem-se

e 7i; - taxa de mortalidade (i = 1 da fase alada e i = 2 da fase aqudtica);

e k; - é a capacidade suporte de cada fase;

e 7 - taxa de maturacao da forma aquatica para a forma alada dos mosquitos fémeas;

e 7 - taxa de oviposigao pelos mosquitos fémeas;
—— M (x,t) ) _

o YA(z,t) <1 — k) - termo de Verhulst o qual descreve uma capacidade suporte k;
relacionada a quantidade de sangue disponivel,

o 7M(x,t) (1 — A(:’ t)> - taxa de oviposicao é proporcional a sua densidade que é regulada

2
pelo efeito da capacidade suporte sobre a ocupacao dos criadouros vidveis.

Considera-se que a dispersao do mosquito da dengue como sendo um resultado de um movimento
aleatério (e local) do voo, representado macroscopicamente pelo processo de difusdao D, acoplado
a uma advecgao causada pelo vento e um fluxo com velocidade constante 7. Em [9] propoem-se
o seguinte modelo

_ _ _ _ M _
M; =DM, — (uM)eryA(l — k:) — M

A T<1_2)M—(M2+7)A. 1 @

Apés introduzir a escala apropriada, adimensionaliza-se o sistema acima e obtém-se
{ M, = Mm—z/Mer%A(l—M)—mM )

Ay = k(1 —A)M — (p2 +7)A4A,

onde M e A sao as densidades adimensionalizadas da populagao alada e da populacao aquatica,
respectivamente, e v, v, k, w1, 2 sa0 os parametros adimensionais.

Apés descrever o modelo, os autores de [9] buscam formas para encontrar solugdes para o
problema, levando em conta o sentido bioldgico da solucdo. Como nao foi possivel encontrar
a solugao classica, eles analisaram um exemplo numérico. Estudam a solugdo em forma de
ondas viajantes, ver Figura 1. Buscam a solucao das EDO pelo método de Runge-Kutta de
quarta ordem e validam essa solugao resolvendo numericamente as EDP, usando o método de
Crank-Nicolson.
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Figura 1: Orbita heteroclinica (7), onde W7 e W} sao as variedades estdvel e instavel, respectivamente,
em A e B.

Em [2], o modelo acima é generalizado. Os autores modificam as equagoes de [9] para ter
uma melhor descricao dos fendmenos de difusao e adveccao. Uma possivel justificativa seria
o quanto a nuvem de mosquistos esta influenciando na propagacao da epidemia. Nos iremos
trabalhar com o modelo de [2] modificado. Utilizando a mesma notacao que no Modelo (3),
temos que

{ My = My, — 20MIM, + %A(l — M) — M n
Ar=k(1—AM — (p2+v)A

onde ¢ > 0 e os parametros sao os mesmos do Modelo (3).

Método: Os trabalhos citados carecem de detalhes na demonstracao da existéncia de solugao,
este sera o nosso objetivo neste trabalho. Estudaremos solugoes na forma de ondas viajantes no
Sistema (4). As solugoes em forma de ondas viajantes podem ser escritas como

M(z,t) =m(§) e  Alx,t) =a(§) (5)

onde £ = x — ct, ¢ é uma velocidade constante, m(§) e a(§) sao os perfis de onda. Olhamos para
os perfis que levam a interpretacao de uma invasao, tais que

lim m()=m~ e lim m(§) =0,
li =a” li =0,
&lglooa(f) a” e fgglma(é)
onde m~ e a~ sao os limites das populagoes.
De (5), temos que
My = —em/(§), My = m/(§), Mgz = m"(§) e Ay = —cd/(§), (7)

onde m’ = dm/d¢ e a’ = da/d§. Substituindo (7) no Sistema (4) e reescrevendo o sistema na
forma de um sistema de 1* ordem, obtemos

m©) = ne)
MO = e~ )+ (1 + Fa(©) m(e) - Tate) 5
(O = Eal©) - vm© + (257 Jato)

com as equivalentes condigoes de contorno de (6)

lim m(§) =m~ e lim m(£) =0,

E——o00 E—+oo
li = li =

Jim A(§)=0 e lm h(§)=0, (9)
lim a(§)=a" e lim a(§) =0.

£——o0 E—+o0

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0066 010066-3 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0066

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

Buscamos os pontos singulares do Sistema (8), que sao obtidos resolvendo o sistema ho-
mogéneo (m',h’,a") = (0,0,0). Neste sistema, tomando o limite quando £ — —oo e usando (9),
obtemos

{ y(m~™ —1)a” + kpym™ =0 (10)
k(a™ —1)m™ + (p2 +v)a™ = 0.

Resolvendo este sistema, obtemos os pontos singulares A = (0,0,0) e B = (m™,0,a™), onde

- — E(y = pip2 — ypr) o me == 1 (p2 + 7)_ (11)

y(k + p2 +7) v+ kp
Estudamos a estabilidade do fluxo do Sistema (8) na vizinhanca dos equilibrios, com base no
Teorema Hartman-Grobman [7]. Consideramos F(m,h,a) =m’, G(m,h,a) = h' e H(m,h,a) =
a’ e calculamos a matriz Jacobiana (J) do Fluxo (8). Assim, para o ponto singular A = (0, 0,0),

obtemos
0 1 0
_ _
J(A)=J(0,0,0)=| F1 T T (12)
kg mty
c c
Agora, para o ponto singular B = (m~,0,a™ ), onde m~ e a~ sao dados em (11), obtemos
0 1 0
+2a- 2v(im™)4 —¢ l(m_ -1)
J(B)=J(m ,0,a”)=| M1 7% k (13)
k km~
E(a* 1) 0 w

Para J(A) e J(B), determinaremos os autovalores (\;) e autovetores (w;) correspondentes,
assim, definiremos quem estard na variedade estdvel (Real()\;) < 0) e na variedade instével
(Real(A;) > 0).

Resultado 1: Existéncia de solucao na forma de onda viajante. Em [9], foram utilizados
os seguintes parametros v = 8,164 x 1072, v = 6,66 x 1073, k = 2,5 x 107!, uy = 1,33 x
1073, po = 3,33 x 1074, Seguiremos os mesmos valores e consideraremos ¢ = 1 e ¢ = 0, 52.

Descreveremos, agora, o método semi-analitico que utilizamos para estudar a existéncia
de solucao do Problema (4) que foi transformado no Sistema (8) com Condigoes Iniciais (9).
Este método foi inspirado em [6] empenhando técnicas de sistemas dinamicos, como a se¢ao de
Poincaré, e integracao numérica no Matlab, ver a Figura 2.

e Os pontos singulares, calculados em (10) e (11), sao: A = (0,0,0) e B = (0,951;0;0,971).

e Da matriz Jacobiana em cada ponto singular (Matrizes (12) e (13)), determinamos os
autovalores e autovetores correspondentes. Assim, encontramos os seguintes valores

— para J(A) temos os seguintes autovalores negativos A} = —0, 188, Ay = —0,465 com
os respectivos autovetores wy = (0,623; —0,117; 1,490), we = (—2,826; 1, 315; —2, 838)
que definem a variedade estavel;

— para J(B) temos os seguintes autovalores positivos A3 = 0,063, Ay = 0,471 com os
respectivos autovetores ws = (0,997;0,063;0,034), wy = (0,004;0,002;1,001) que
definem a variedade instavel.

e Criamos o Plano de Poincaré (7) com o ponto C' = (A + B)/2 = (0,4755; 0; 0,4855) e o

vetor normal N = C@ = (0,4755; 0; 0,4855), de modo que o plano corte as variedades
transversalmente.

e Obtemos a intersecdo entre variedades com o plano de Poincaré. A Figura 2 representa
este método.
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Figura 2: Os equilibrios A (cinza), B (laranja) e o ponto médio C' (preto). As variedades estédvel em A
(linhas rosas) e a instdvel em B (linhas azuis) interceptam o plano de Poincaré (linhas vermelha e verde)
indicado pelos pontos verdes e vermelhos.

A Figura 3 representa o plano de Poincaré (7), indicando as intersegoes das variedades estével
em A (pontos verdes) e instavel em B (pontos vermelhos). Encontramos uma interse¢ao entre
as curvas no plano 7 (o ponto preto P), isto é, existe uma érbita que parte do equilibrio B (na
variedade instdvel), intercepte 7 e ligue ao outro equilibrio A (na variedade estdvel). Assim,
existe uma 6rbita heteroclinica que ligue o equilibrio B até o equilibrio A, ou seja, garantimos
que existe uma solucao em forma de onda viajante para o modelo.
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-0.005 ."P |
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Figura 3: Plano de Poincaré da Figura 2 no qual estao indicadas as interse¢des com as variedades estével
de A (pontos verdes) e instavel de B (pontos vermelhos). O ponto P representa a intersegdo entre as
variedades.

Resultado 2: Solucao para modelo simplificado do Sistema (4). Utilizaremos os con-
ceitos de Leis de Conservacao para mostrar outras formas de ondas e daremos uma solugao para
modelo simplificado do Sistema (4). Nesta andlise, iremos considerar nulos os termos fontes
(6(M, A) = (3/k)A(L = M) = M, (M, A) = k(1 — A)M — (s +7)A) e a difusio (My).
Assim, obtemos o seguinte sistema na forma de Leis de Conservagao (M; + f(M), = 0) e uma
EDO, isto é

M+ 2v MM, =0
{ A =0, (14)
Resolvemos a 1* Equagao de (14), temos o seguinte problema
My +2vMIM, =0
my, sex < 0, (15)

M(z,0) = {

my, sex > 0,

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0066 010066-5 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0066

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

onde m; e m, sdo estados a esquerda e a direita, respectivamente, e o fluxo é (M) = 2vM1.
Da 2* Equagao de (14), temos que A;(z,t) = 0, logo, A(z,t) = g1(x) + ¢1, onde g; é uma fungao
e c¢1 uma constante.

Em (15), iremos analisar dois casos, onde utilizaremos o métodos das curvas caracteristicas
para encontrar as solugoes.

Caso 1: Seja —oc0 < m, < my; < o0 e q > 0. Pelo método das caracteristicas, obtemos

dx , B q
{ d(to)—f(M) — M 16)
xT = Xg.

Desta forma, as curvas caracteristicas sao

ro(t) = f'(my)t + o = 2vmjt + x9, se xg <0 (17)
s F'(m )t + xo = 2umit + x9, se xg > 0.
Pela condicao Rankine-Hugoniot [4], temos que
1 1
_ flmy) — f(my) _ (m?Jr —mit ) = 2v (Zq:mq_imi) (18)
mp — my Q+1 mp— my Q+1 : "

=0

Essa é a velocidade do choque. Observamos que a 1* Equacao de (15) cumpre a Condicao de
Entropia de Oleinik [4], pois como m, < m; e v > 0, temos que

Cgmi M) = (Cemimy) = (T MT'my)

U ML — m?H 2v q g—i_ 2w Mt — it
( _ ) 2 (>imomy my) = — )
q+1 M —my qg+1 q+1 M —m,
0D fm) S _ S~ f(m,)
M —my - - M-m, ’

para todo M entre m,. e my. Logo, a solucao serd em forma de choque.
Portanto, a solucao do Problema (14) é

) omy, se x < st
M(z,t) _{ my, se x > st, (19)
Az, t) = g1(x) + 1.

Supondo que a solugao do Modelo (4) se comporta como em (19), na condicao
—00 < my < my < 0o. Assim, na solugdo teremos uma onda de choque seguida de uma onda
viajante. A Figura 4 (a) representa esta sequéncia de ondas.

t Choque t Rarefagao
Onda Viajante r, Onda Viajante
m, r
m, m,
0 X 0
(a) (b)

Figura 4: (a) A solugdo particular do Problema (4), em que ¢ =1, m; = m~ e m, = 0, é composta por
uma onda de choque e por uma onda viajante. (b) A soluc¢do particular do problema (4), em que ¢ = 1,
m; =0 e m, =m~, é composta por uma por uma onda de rarefacao e por uma onda viajante.
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Caso 2: Seja —oco < my < m, < oo e q > 0. Buscaremos agora, a solu¢ao na forma de
um onda de rarefagdo. As curvas caracteristicas sdo as mesmas de (17). Sejam M (z,t) = r(n),

d d
onde n = x/t. Logo, My(z,t) = 7"’(77)(1l—7t7 e M,(z,t) = r’(n)d—n.
T

A solugao serd na forma de onda de rarefagao [8], isto é

my, sen < f'(my),
r(n) =< (f)7tm), se f'(my) <n < f'(my),
my, sen > f'(m,).

Substituindo na 1* equagao de (15) e resolvendo, obtemos r(n) = { 2i, se f'(my) <n < f'(m).
\ 2v

Portanto, retornando a notagao inicial, onde n = z/t, e fazendo r; = f'(my)t e r, = f'(m,)t,
a solucao do Problema (14) para —co < m; < m, < o0 é

my, se x < 7y,
T
M(z,t) = a 27 serp <z <y, (20)
My, se T > 1y,

A(z,t) = g1(x) + 1.

Supondo que a solucao do Modelo (4) se comporta como em (20), na condigao
—00 < my < my < 00. Assim, teremos na sua solucdo uma onda de rarefacado seguida de uma
onda viajante. A Figura 4 (b) representa esta sequéncia de ondas.

Conclusoes: Analisamos o modelo difusivo do Aedes aegypti baseado em [2], onde a existéncia
de solugao nao foi estudada. Com este objetivo, estudamos e verificamos a existéncia de solugao
na forma de onda viajante. Estudamos também a solugao particular do Problema (4), onde
temos duas possibilidades de solucoes dependendo das condigoes iniciais.
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