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Resumo: Neste trabalho sao estudados modelos matemdticos que descrevem a dindmica vi-
tal e espacial do mosquito Aedes aegypti , principal transmissor da dengue, e sua relagdo com
a popula¢ao humana. Os modelos analisados tém a dinamica espacial (difusdo e transporte)
nao-linear, isto €, dependentes da densidade de mosquitos, e a dinamica vital malthusiana,
isto €, sem competicdo inter-especifica. O estudo analitico dos modelos foi feito através da
técnica de simetrias de Lie, que permite obter informacoes sobre o sistema de equacoes diferen-
ciais em questdo, como solugoes especiais e trocas de coordenadas que simplifiquem o problema.
Esta técnica permitiu encontrar solucdes do tipo onda viajante dos modelos estudados, além de
solucoes adicionais provenientes de simetrias nao triviais do modelo.
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1 Introducao

Modelos matematicos permitem obter informacdo para uma melhor compreensao de um
fendomeno, mas também fornecem subsidios quantitativos para avaliar diferentes aspectos a se-
rem estudados. No caso do estudo de doencgas, possiveis estratégias de controle podem ser
avaliadas com base nos resultados da modelagem de cada situacao especifica. Especificamente
para a dengue, atualmente nao hé perspectiva de uma vacina efetiva e de producao barata, por-
tanto toda politica publica para controle da doenca deve necessariamente incluir estratégias que
visem o controle da populacao do mosquito transmissor. Nesse sentido, a utilizacao de modelos
matematicos como ferramenta para compreender e prever a dinamica da transmissao da doenca,
isto é, a dinamica entre o mosquito e o ser humano, ganha ainda mais relevancia.

Neste trabalho pretendemos aplicar técnicas de simetrias de Lie no estudo de modelos bioma-
tematicos. Tal técnica tem suas aplicagoes mais notodrias em equacoes que descrevem fenémenos
da fisica e matematica aplicada. Contudo a aplicagao de simetria de Lie & modelos de fenémenos
biolégicos tem sido pouco frequente, mesmo que grande parte dos modelos em biomatematica
sejam descritos por equacgoes diferenciais. Dessa forma, tal ferramenta ganha importancia, na
medida que fornece informacoes analiticas sobre o modelo em questao, como trocas de varidveis
que simplifiquem o problema ou solugoes para condicoes especificas dos parametros do modelo.
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Um dos primeiros trabalhos a aplicarem a técnica de simetrias de Lie a modelos envolvendo
populagoes foi [6], trabalho no qual modelos de colonias de bactérias foram analisados.

A utilizagao da técnica de simetrias a problemas da epidemiologia modelados por equagoes di-
ferenciais parciais foi feita recentemente pelo por dois de nés, em [3,4], onde modelos da dinamica
populacional do Aedes aegypti foram analisados via simetrias de Lie, incluindo a construcao de
solucoes exatas para tais modelos.

2 DMotivacao

A motivagao principal deste trabalho sao os trabalhos [1,2], relacionados & modelagem do
Aedes aegypti, e no novo modelo para a dindmica populacional do mosquito, introduzido pelo
proponente e seu colaborador [3,4]. Os modelos considerados aqui trabalham com duas fases do
mosquito, a fase aquatica e a fase alada, e permitem determinar distintos tipos de estratégias
de controle tanto da dinamica local, como da dispersao espacial do mosquito.

O modelo introduzido nas referéncias [1, 5], que inspiraram os trabalhos [3,4], é introduzido
a seguir. Considere o seguinte sistema:

U
up = Diugs — vuz +50 <1—k1> — [u

ko

onde @ = u(#,t) e v = ¥(, ) sdo respectivamente as populacoes aquéticas e aladas do mosquito
em funcéo da posicao & e do instante .

O crescimento de @ (isto é, a taxa especifica de maturagao da fase aquatica em alada) é dada
pelo terceiro termo do lado direito da primeira equagao do sistema (1). O crescimento de u é
proporcional & quantidade de ovos ¥ e a constante 7 (a taxa especifica de maturacao da fase
aquética em mosquitos fémeas), com saturacio dada pela capacidade suporte k1 (quantidade de
recursos atingiveis, i.e. sangue humano disponivel). De forma totalmente andloga, o aumento
de v (isto é, a taxa de oviposigao de ovos por fémeas de mosquitos), representado pelo primeiro
termo do lado direito do sistema (1) acima, é proporcional a quantidade de mosquitos @ e & taxa
de crescimento constante 7, e tem saturacio dada pela constante ko (quantidade de criadouros
disponiveis).

Considerando a dinamica espacial do sistema (1), é considerada a dispersao do Aedes aegypti
como resultado de voos aleatérios e locais, macroscopicamente representado por um processo
difusivo com coeficiente constante D, acoplado & adveccdo (transporte) do vento dada por um
fluxo constante 7 [8]. A advecgao constante pode ser justificada como ‘viés’ (bias) no transporte
de grandes quantidades de mosquitos (portanto um fator importante no modelo), causada por
uma corrente de vento que em geral tem por caracteristicas ter intensidade, duracao e de direcao
geografica relevantes. Flutuacoes de correntes de vento de menores amplitudes, portanto de
menor relevancia no transporte do mosquito, sdo considerados como parte do efeito difusivo do
modelo.

De forma a representar apropriadamente as escalas do modelo, o sistema (1) é adimensiona-

v; = m(l - _U> — (i1 +7)v

lizado, para @ = u/k1, v =v/ke, t =t-Fe x =T -V DT~!, e os cinco pardmetros adimensionais

_ _ B2 _ 7 _ v _ Rk
H1 = —, H2 = —, Y=< V= —= kj_f»
r r r rD 2
originando o sistema abaixo:
U = Upy — VUg + %v(l —u) — pu,
(2)
v = ku(l—v)— (uz+ 7).
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3 Modelos Estudados

Inspirados no modelo dado pelo sistema (2), I. L. Freire e M. Torrisi [3], introduziram nao-
linearidades nos efeitos de difusao e transporte ao sistema (2), e realizar as modificagoes a seguir:

1. Retira-se a autorregulagdo da espécie, isto é, o termo logistico, dado por o termo misto
“uv” da primeira equagao e agrupa-se “(y/k)wu”, de forma a retirar a saturacao de cresci-
mento dos mosquitos. O termo (F — 1 )u em funcao da capacidade suporte k considera uma
taxa de natalidade e mortalidade malthusiana proporcional aos parametros de interesse
na equacao nao linear, isto é, natalidade dependente da taxa de eclosao e capacidade do
meio, e mortalidade p; que pode ser aumentada por controle da populagao de mosquitos
na fase alada;

2. Similarmente & modificagdo anterior, retira-se a autoregulacao da espécie, dada por o
termo em “uv” da segunda equagao e agrupando “kv” (retirando assim a saturacdo na
fase aquatica por falta de criadouros).

3. Considera-se a difusao das populagoes e advecgao dependentes da densidade dos mesmos,
caracteristicas das populacoes de insetos [8], que nao foram consideradas em (1) e (2) para
simplificagdo do modelo.

Resultando assim em um modelo (3), mais rico em simetrias devido a nao-linearidade na
difusdo e transporte.

u = (vPuy), — 2vulu, + %U + (% — Ml) u,
(3)

vy = ku + (k — po — y)v.

A dinamica vital do modelo (3) aproxima a de (2), no sentido que nao ha saturacao de
crescimento, portanto é capaz de descrever apenas um ciclo de vida do mosquito. Situagoes
biolégicas onde apenas um ciclo de vida é relevante a dindmica dos mosquitos podem ser locais
onde infestacoes ocorrem muito rapidamente.

Por outro lado, a dinamica espacial de (3) engloba a de (2) (onde a difusdo e o transporte
s@o consideradas constantes por simplificagdo), ao descrever os efeitos de difusdo e transporte
através de termos nao-lineares.

Durante a classificagao de simetrias de Lie do sistema (3) obtida em [3], o caso v = 0 surgiu
como o caso nao-linear admitindo o maior nimero de simetrias de Lie. Biologicamente tal
modelo significa que os efeitos devidos a correntes de vento sao despreziveis. Isso pode ocorrer,
por exemplo, quando a regiao onde hé infestacdo possui barreiras naturais que nao permitem
correntes de vento agindo naquela regiao.

Tal sistema, com v = 0, foi melhor analisado em [4], onde as técnicas de simetrias foram
utilizadas para se encontrar solucoes explicitas do sistema. Em particular, o uso de simetrias
possibilitou a transformacao do sistema de equacoes diferenciais original num sistema de EDOs
de primeira ordem. Para tal sistema foram obtidas varias solugoes, ao passo que uma andlise
qualitativa também foi considerada. Neste caso foi obtida a condicao de existéncia da infestacao,
que levou a resultados similares aos obtidos em [2].

No estudo da dinamica do A. aegypti, é importante determinar a eficiéncia de diferentes tipos
de controles da populagao de mosquitos. Mas uma vez que o interesse principal da dengue é a
transmissao da doenca, é necessério incluir o ser humano na modelagem.

Para a dindmica do mosquito é considerado o modelo proposto em (2), ao qual se acopla a
populacao de humanos. Consideram-se as subpopulagbes de mosquitos suscetiveis e infectados
na fase alada (respectivamente u e v), assim como a subpopulagdes de humanos suscetiveis,
infectados e recuperados (h, i e r). Nao é considerada a subpopulacdo de recuperados nos
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mosquitos, por que uma vez infetados, estes ficam assim durante toda a sua vida. A dinamica
¢é dada pelo sistema abaixo:

m ‘
U = um—uux—i—lv(l — ) — pru — Brui,

k k1
Wy = Wy — VW — (W + 51Ui7
vy = k(1 —v)m— (u2+7)v,

(4)

hi = ppN — pph — Bahw,
ir = PBohw — oi — ppi,
Tt = 01— HAT,

\

onde u é a subpopulagao de mosquitos suscetiveis, w a subpopulacdo de mosquitos infectados,
m = (u + w) é a populagao total de mosquitos e v corresponde & populacao na fase aquética.
A populagdo humana, denotada por N é dividida em trés subpopulagoes, suscetiveis, infectados
e recuperados. Os novos parametros envolvidos sdo as taxas de contagio humano-vetor (i, e
vetor-humano, 8s. Na populagao de humanos é considerada a mortalidade natural, up, e a taxa
de recuperacao, o.

Os modelos considerados incluem efeitos de difusao e advecgao como dependentes da den-
sidade populacional dos mosquitos, portanto estas contribuicoes sao nao-lineares. Estas carac-
teristicas sdo encontradas em vérios tipos de populagoes de insetos [8,9]. Logo, esta modificagao
pode levar a melhor compreensao da influéncia destes efeitos na dinamica da doenca.

Inicialmente, foram estudados os dois modelos abaixo:

Modelo 1: Consideramos o modelo para a dinamica do mosquito dado por (3), onde néo é considerada
a autorregulacao da espécie na dinamica homogénea, e é considerada uma difusdo e ad-
veccao na parte espacial mais realista do ponto de vista bioldgico, que generaliza a proposta
em (4). Acoplamos a esta dindmica a populacao humana para estudar a disseminacao da
dengue. O modelo é o seguinte:

(wy = (D(u,w)uy), — 2uPu, + %v + (% — /“) u — Srui,
wy = (D(u,w)wy), — 2vwPw, + (% - /u) w + Brut,
vp = km+(k—p2—7)v,
( ) (5)
he = ppN — pph — Bohw,
it = thw — 01 — Mh’i,
e = 01— UpT,

originando um modelo que é uma continuagao natural de (3), e cujos resultados poderao
ser comparados aos dos artigos [3] e [4].

Modelo 2: E retirada a saturacao do modelo (4) de forma a obter um modelo malthusiano, que nao
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envolve a capacidade suporte k:

uy = (D(u’ w)ux)z — 2vultu, + Yv — pru — Brut,
wy = (D(u,w)wy), — 2vwPw, — pw + Prui,
ve = m—(u2+7)v,
(6)
he = ppN — pph — Bahw,
it = 52hw —ol — ,uhi,
e = 0L — [Ty

\

permitindo assim comparar resultados com um modelo ja conhecido e aceito como o
malthusiano.

4 Simetrias de Lie

Nas décadas finais do século XIX, Sophus Lie introduziu a nocao de grupos continuos de
transformacoes, atualmente conhecidos por grupos de Lie, com o objetivo de unificar e estender
varios métodos de se obter solugoes de equagoes diferenciais, ordinarias ou parciais, que culminou
com o surgimento de uma nova vertente em Matematica: a Teoria de Lie. O resultado do
trabalho de Lie em equacoes diferenciais é o que hoje chamamos de simetrias de Lie de equagoes
diferenciais.

Um grupo de simetrias de uma equacao diferencial, ou sistema de equagbes, é um grupo
de transformacgoes que aplica qualquer solucao da equacao, ou sistema, em outra solucao da
mesma(o). Do ponto de vista de Lie, tal grupo depende apenas de pardmetros continuos e con-
siste de transformacoes de pontos agindo no espaco das variaveis independentes e dependentes.

Neste trabalho, encontraremos os geradores de simetrias de Lie dos sistemas (5) e (6). Neste
caso especifico, os geradores de simetrias sao da forma

X = £—+7g+ a+ 8+ 8+ 6+ 0
ot 7)16 7728 7730 774011 7758 or’

onde todos os coeficientes dependem de (z,t,u,v,w, h,i,r). Por exemplo, mostraremos que as
translacoes espaciais e temporais, respectivamente dadas por

+ ne—

(z,t,u,w,v,h,i,r) = (x+&,t,u,w,v, h,i,r),
e ($,t,u,w,v,h,i,7") = (x,t+5,u,w,v,h,i,r),
que, quando combinadas, nos levam a solugoes do tipo onda viajantes. Isso nos permite definir

uma nova varidvel z = x + ct, para algum parametro ¢, e procurar solugoes para os sistemas
considerados do tipo

u(z,t) =U(z),
w(z,t) =W (z),
r(z,t) =R(2).

Também mostraremos outros geradores nao triviais, da forma
(x,t, uyw, v, hyi,r) = (Ax, t, AP u, P2, AP3u, APLR AP \PST)

para valores apropriados de p1,...,ps. Maiores detalhes podem ser encontrados em Bluman &
Kumei [7] e Olver [10].
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