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Resumo: Neste artigo estudamos o modelo de Von Bertalanffy aplicado ao crecimento em peso
do Tambaqui. Trabalhamos com o modelo generalizado e determinamos o parametro de alome-
tria através de um ajuste de curva que relaciona a idade do peixe com o seu peso. Analisamos
o comportamento do ponto de inflexao da solugdo do modelo quando a condi¢do inicial ou o
parametro de alometria € fuzzy. No primeiro caso verificamos que o tempo de inflexdo € fuzzy
e o ponto de inflexdo € crisp enquanto que no sequndo caso, tanto o tempo de inflexdo quanto o
ponto de inflexdo € fuzzy.

Palavras-chave: Ponto de infiexdo fuzzy

1 Exposicao do Problema

Quando estudamos a variacao em peso de animais, deparamos com o fato que existem intervalos
de tempo onde o crescimento atinge um valor méximo. No caso de criagdo de animais como
porcos e frangos, o abate estd sempre relacionado com este ponto de crescimento maximo que
corresponde ao maximo rendimento com menor custo.

Em muitos casos de crescimento em peso, verifica-se uma tendéncia de crescimento méaximo
quando se estd préximo do amadurecimento das gonodas dos animais. As politicas de preservagao
ambiental, como no caso de peixes, é baseada no fato que um individuo s6 pode ser capturado
apés procriar pelo menos uma vez. Desta forma, o estudo de modelos mateméticos passou a ser
essencial para se avaliar, de maneira adequada, estes pontos de crescimento maximo também
denominados pontos de inflexao.

1.1 Modelos Deterministicos

Os modelos classicos de crescimento em peso foram obtidos inicialmente por von Bertalanffy com
o estudo de peixes e levam em consideracao os processos de catabolismo e anabolismo. Assim,
se p(t) é o peso do animal no instante t, temos

% = ap% — Bp (1)
p(0) = po dado

onde « é a taxa de catabolismo e 5 a taxa de anabolismo. Este modelo indica que o animal

cresce proporcionalmente a sua pele, dado pela alometria do seu peso com sua area lateral na
2 . . ~ .

forma de A x p3, e perde peso devido a sua movimentacao ou perda de energia.

2
Neste modelo (1) o ponto de crescimento méximo é dado quando ilng = 0, isto é,

p 2 _1dp dp_dp<2 _ —5>

wl—=

az ~ 3 Pu TP T ar \3?
logo,
d’p 8 [a\?
= inf = a 2
aiz = Pt 27(5) 2)
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Por outro lado, temos que o peso do animal se estabiliza quando % = 0, ou seja,

d a\?
—p:0<:>ap%—5p:0<:>poo: - (3)
dt 6]
logo, o peso maximo po, é dado em funcao dos parametros « e .
Assim, usando (3) na equagao (2), podemos escrever
8

Pinf = ﬁpoo

O problema de valor inicial (1) referente ao peso é dado por uma equagao de Bernouli cuja
solucao é:

1
onde, C = p§ — % = 3Py — /Poo. Quando py =~ 0, temos

_ 83
p(t) = Poo [1—6 3}
O modelo de von Bertalanffy (1), desenvolvido para o crescimento de peixes, pode ser melho-
rado considerando-se uma alometria peso — drea mais apropiada para cada espécie e que pode
ser traduzida no termo do catabolismo, isto é,

p(0) = po
onde py é um valor conhecido.
Neste modelo do tipo von Bertalanffy mais geral, a solucao é dada por:
1
o | 1=
o= [3] “

1—v

p(t) = [g + Ceﬁ(lw)t]

e (C = pélf’Y) o pgj*’Y)

Neste caso, o ponto de inflexao é dado por:

0:7_ _— = _— =
a2 = T e T

e portanto,

2 .
d p . ’y—ldp dp _ dp [a7p7—1 _6] :>p’y—1 — |:51:| Tt

Pint = (i) - Poo = (1) Do (6)

Quando se trata de crescimento de animais é fundamental estabelecer o instante em que
se da o crescimento maximo, isto é, o tempo onde se tem o ponto de inflexao do peso. No
caso do modelo generalizado (4) podemos calcular o tempo onde se d& a inflexdo da curva p(t),
considerando na solugdo (5) o valor de piys em (6).

Consideremos inicialmente o caso em que pg =~ 0. Assim,

1

1—v T—
Poo

I—y
v - 1 = [<m> — 1] e_ﬁ(l_ﬂf)tinf —
Poo

1
In || = 81—t

1

(/y)m Po = Poo

N
=
SIE
N———
d
|
2
|
L
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tinf = a-13 tint (po) (7)

Portanto,

A relagdo acima nos fornece o tempo de inflexdo em fungéo do ponto inicial. Observamos que
num caso de aplicagdo pratica podemos simular o valor de 8 quando se tem o valor do tempo
de inflexao que, geralmente é quando o animal procria pela primeira vez.

2 Meétodo

Na maioria das vezes ocorrem imprecisoes nas medidas, que devem ser tomadas rapidamente
para a soltura dos animais. De qualquer modo, os modelos deterministicos empregados para se
estabelecer o crescimento destes animais, oferecem solucées exatas apesar dos parametros serem
sempre imprecisos pois sao determinados com alguma simulacao ou algum tipo de média. Desta
forma, via de regra, as solugoes exatas nao sao reais e/ou adequadas para uma previsao de
resultados.

A imprecisao dos dados ou mesmo seu conhecimento parcial podem ser modelados quando
consideramos as equagoOes variacionais munidas de parametros imprecisos, isto é, quando utili-
zamos numeros fuzzy para avaliar os parametros.

Os modelos fuzzy tém a vantagem de levar em consideracao a intuigao do avaliador que pode
se juntar aos dados quando existirem. Por exemplo, se quisermos um modelo do crescimento
de determinado peixe e tivermos poucos dados coletados de quando este peixe era pequeno,
podemos inferir intuitivamente um intervalo para o tamanho de recém nascidos. Cada valor
neste intervalo de peso inicial py tem em correspondéncia um grau de confianca deste valor
como sendo verdadeiro. A pergunta agora é a seguinte: “se nao temos precisao na condigao
inicial podemos fazer mesmo assim uma previsdo do peso no futuro?”. A teoria dos conjuntos
fuzzy apresentada por Zadeh no inicio de 1965 oferece um tratamento matemdtico a termos
linguisticos tais como “aproximadamente”, “em torno de”, “pequeno”, “bonito” etc.

Definicao 2.1. Consideremos os numeros reais R, dizemos que um subconjunto A de R é um
numero fuzzy com fungdo grau de pertinéncia pa : R — [0,1] e indicamos por A quando:

1. Existe xg € A, tal que pa(zg) = 1;

2. O suporte do conjunto, suppA = {x : pa(z) > 0} € limitado;

3. Os a—niveis de A sao intervalos fechados, isto €, {x : pa(z) > a} = [A]Y € um intervalo
fechado para todo o € [0,1].

As defini¢oes das operagoes com nimeros fuzzy podem ser encontradas em [1].
O conceito de fungao grau de pertinéncia estende naturalmente o conceito classico de fungao
caracteristica de um conjunto. A extensao de uma funcao real f : R —> R é definida por

Definicao 2.2. Seja f: ACR — R, a Extensao de Zadeh de f € a fungdo f Ac FR) —
F(R) tal que a fun¢ao grau de pertinéncia de f( ) = f(A) ¢é dada por

[ subprypa@) se s = £1() A0
o ={ o P28 }

onde, (FR) € o conjunto dos sub conjuntos fuzzy de R.
Teorema 2.1. Nguyen [5] - Se f : R — R € continua, entio a extensao de Zadeh f: AcC
F(R) — F(R) estd bem definida e,

] = 141" = {f(@) s € [A]°, Va e [0,1] e A€ FR)}

Podemos agora definir o que entendemos por fluzo fuzzy.
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Definicao 2.3. [/ Dada uma condigdo inicial imprecisa na forma de um nimero fuzzy Xo,
e um campo de diregoes f = f(x), com x € supp Top C R", o fluxo fuzzy é o conjunto fuzzy
?(Zo,t) : F(R") xRy — F(R™), dado pela Extensao de Zadeh do fluxo deterministico o(xg,t) :
R™ x Ry — R™ gerado pelo campo vetorial f, obtido do problema de Cauchy auténomo:

o = f(a(t))
{ 2o = 2(0) € R? (8)

Obs.: Estamos supondo que a funcao f satisfaca algum critério que garanta existéncia e
unicidade de solugao de (8). Um sistema fuzzy, serd denotado por

% = f(z(t)) (9)
zo = 2(0) € F(R)
Pela continuidade de ¢(xg,t) com relacao & condigao inicial xg, a igualdade
[6(Zo, )" = @ ([Zo]” ,¢)

é satisfeita para todo a € [0, 1] .Desta forma, a trajetéria determinada por $(Zy,t) consiste de
uma familia de trajetérias deterministicas dadas por ¢(xg,t). Para cada Ty € o, o grau de
pertinéncia da trajetéria (T, t) em @(Zo,t) é igual ao grau de pertinéncia de Ty em Ty, isto é,

1 (z0.) ((To, 1) = pz, (To)

Figura 1: Fluxo deterministico e fluxo fuzzy
Podemos dizer que a trajetéria proveniente do modelo deterministico é a preferida pois seu

grau de pertinéncia no fluxo fuzzy vale 1.

Quando a subjetividade ou imprecisao aparece em algum parametro da fungéo de estado
f(z), devemos extender o sistema autéonomo (8) de modo que tal pardmetro seja tratado na
condi¢ao inicial de um problema de Cauchy. Assim, se f(z) = f(x,b), consideramos o novo
sistema associado .

a = f(x(t),0)

®=0 (10)
(zo,b) = x(0) € R" x R™

onde o parametro b aparece agora na condicao inicial.

3 Resultados obtidos

Como aplicagao de sistemas fuzzy escolhemos o modelo geral de crescimento em peso, equagao
(4). Vamos analisar o desenvolvimento de peixes, especificamente do tambaqui [3]. Uma relagao
entre as variaveis peso e comprimento desta espécie é dada na Tabela 1.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0054 010054-4 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0054

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

H Comp(cm) ‘ Peso (Kg) H H Comp(cm) ‘ Peso (Kg) H H Comp(cm) ‘ Peso (Kg) H
3,4 0,00118 23,2 0,4404 35 1,5133
4 0,00221 24 0,5402 42,5 2,95
5,4 0,00738 25 0,5775 45,5 3,6
9,4 0,03261 26,9 0,7609 50,2 4,35
9,7 0,03768 27 0,7784 60,1 7,1
10 0,0409 28 0,8672 65 9,3
15 0,1366 29 0,9279 70 13,35
16 0,1372 29 0,8264 75 11,15
17,1 0,2099 30,1 1,072 77,5 14,85
18 0,2290 31,1 1,061 78,2 22,5
19,1 0,1491 32 1,2689 80 18,125
22 0,3795 331 1,3387 82,1 22
22,3 0,3859 34,2 1,6181 85 21,5

Tabela 1. - Comprimento e peso do tambaqui.
Fonte: Grupo de pesquisa da UFAM

O Crescimento de uma determinada espécie mantém certas propriedades por exemplo, a
alometria entre o comprimento [ e o peso p é dada por uma funcio poténcia p = al® proveniente
da relacao alométrica

dp dl
dt _ ydb
P l

No caso do tambaqui, um ajuste dos dados da Tabela 1 nos dd p =5 x 10757291

O parametro de alometria A = 2,91, obtido do ajuste dos dados, esta sujeito as imprecisoes
advindas das medidas tomadas. Se considerarmos que tal precisao estd “em torno de” 2%,
podemos tomar este parametro como sendo o nimero fuzzy triangular N = [2,85; 2,91;2,97].
Se considerarmos a alometria com este parametro fuzzy teremos p = 5 x 10721}
dado pela Figura 3

, cujo grafico é

Madela de von Bertalanify com Condigéo Inicial Fuzzy - Tambaqui

30

Peso

Figura 2: Solugdo do modelo de crescimento em peso do tambaqui com condicao inicial fuzzy
O modelo de von Bertalanffy generalizado (4) pode ser associado a um modelo correspondente
fuzzy quando nao se tem certeza da condicao inicial. - Neste caso, do peso do tambaqui recém

nascido: .
p(0) = po € F(R)
cuja solucao é dada por
plt) =[5 + O P00
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1
onde, C' = %1_7) —p&_w € Poo = {%} e
Observamos que, se apenas a condigao inicial for fuzzy e como o peso de estabilidade nao
depende da condicao inicial entdo, o ponto de estabilidade do sistema fuzzy é dado pelo ponto

CriSp X {p,.}» conforme se pode ver na Fig.3. No caso do tambaqui tem-se p = 30Kg.

Modelo de ven Bertalanfly com Candigdo Inicial Fuzzy - Matrinka

inf Tempo

Figura 3: Modelo de Von Bertalanfy com condigéo inicial Fuzzy
O ponto de inflexdo para o modelo fuzzy (11) também independe da condigao inicial e é

/'LApmf = X {p]nf} = X _1

Por outro lado, o tempo onde se da a inflexao da solugao do modelo fuzzy depende da condigao
inicial e, via extensao de Zadeh 4, é dado por

-1
g
finf = £oo (12)
(1-7)8
No caso da criacao em cativeiro ou mesmo se considerarmos uma politica de preservacao
destes animais, somente podemos abaté-los depois da idade tl/;f
Vamos agora considerar um modelo de crescimento em peso do tambaqui com incerteza no

parametro de alometria. A maneira formal para estabelecer este fato é dada por um sistema fuzzy
associado a um sistema deterministico, neste caso, ao modelo generalizado de von Bertalanffy:

dp - a »y_ﬁ
{ ) € Rs7 € F(®) (13)

cuja solugao, via extensao de Zadeh, é dada por

B(t) =[S + e Pt 5
Para adequar aos dados de cresmmentoﬁ do tambaqul tomamos como parametro de alometria
o ntimero fuzzy A = [2,85;2,91;2,97] e, portanto, 7 = X =10,673;0,687;0,702]. Assim, quando
consideramos o parametro 7 fuzzy, obtemos o ponto de inflexao fuzzy como fungao de 5

T 1\71
Pint = (V)T Poo = 5 Poo

O suporte de pinf € o intervalo [7,728; 10, 865] sendo que seu maior grau de pertinéncia é para

o ponto Pinf = 9,04K g. Observamos que, neste caso temos = 2,9 e o valor de de estabilidade
do peso P também é fuzzy (veja Figura. 4),

. )™

Poo = B
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Modelo de von Bertalanffy com Pardmetra Fuzzy - Tambagui
0+

251+

— &

inf Tempo

Figura 4: Crescimento do tambaqui com parametro de alometria 7 fuzzy

com suporte [25,945;35,618] e maior grau de pertinéncia no valor p,, = 30,01. Neste caso o
tempo de inflexao é dado por:

4 Conclusoes

Apresentamos um estudo sobre o crescimento em peso do Tambaqui, baseando-se no modelo
de Von Bertalanffy generalizado. Através da teoria fuzzy realizamos um estudos deste modelo
considerando a existéncia de incerteza na condicao inicial ou no parametro de alometria. Vimos
que o ponto de inflexdao nao se altera, e continua sendo deterministico, quando a condicao inicial
é fuzzy enquanto que, ao considerarmos que o parametro de alometria é fuzzy, o ponto de inflexao
também é fuzzy.
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