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Resumo: Neste trabalho, apresenta-se resultados sobre a localização dos zeros dos polinômios
de Szegő com coeficientes de reflexão maiores que um em módulo. Exemplos numéricos são
apresentados para ilustrar os resultados.
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1 Introdução

Com as publicações [15] e [16], no ińıcio do século XX, Szegő introduziu os polinômios
ortogonais no ćırculo unitário, também chamados de polinômios de Szegő em sua homenagem.
Os polinômios de Szegő podem ser definidos e estudados em termos de funcionais de momento,
da seguinte forma:

Dada uma sequência {µn}∞n=−∞ de números complexos, chamados momentos, seja M um
funcional de momento linear definido no espaço dos polinômios de Laurent por

M[zn] = µn, n = 0,±1,±2, . . . . (1)

Sejam ∆n os determinantes de Toeplitz, dados por

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 · · · µn−1 µn

µ−1 µ0 · · · µn−2 µn−1
...

...
. . .

...
...

µ−n+1 µ−n+2 · · · µ0 µ1

µ−n µ−n+1 · · · µ−1 µ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1 (2)

e a sequência de polinômios mônicos {Sn}∞n=0, definida como

(i) Sn é um polinômio de grau exatamente n,

(ii) M[t−mSn(t)] =

{
0, m = 0, 1, 2, . . . , n− 1,
γn ̸= 0, m = n,

n ≥ 1. (3)

∗Este trabalho tem apoio do CNPq.
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Se M é tal que ∆n ̸= 0, para n ≥ 0, então a sequência de polinômios mônicos {Sn}∞n=0 existe
e é única.

Quando µn são complexos tais que

µ−n = µn e ∆n > 0, n ≥ 0,

os polinômios Sn associados ao funcional M que satisfazem (3) são os polinômios de Szegő.
Neste caso, M pode ser representado por uma integral de Stieltjes em relação a uma medida
positiva no ćırculo unitário.

Os polinômios de Szegő são também caracterizados por satisfazerem a uma relação de
recorrência com coeficientes de reflexão δn = Sn(0), menores que um em módulo. Estes
polinômios tem sido estudados por muitos pesquisadores, por exemplo, Cachafeiro, Marcellán,
Pérez [3], Jones, Nj̊astad e Thron [7], Costa e outros [6], Sri Ranga [10], Simon [12, 13], Szegő
[14] e Van Assche [17].

Em [9] e [11], considerou-se µn complexos tais que

µ−n = µn e ∆n ̸= 0, n ≥ 0.

Neste caso, os polinômios Sn associados ao funcional M e que satisfazem (3) são chamados de
polinômios tipo Szegő.

Agora, se o funcional M é tal que todos os µn são reais,

µ−n = µn e (−1)n(n+1)/2∆n > 0, n ≥ 0,

então os polinômios Sn que satisfazem (3) são associados ao funcional M que pode ser
representado por uma integral de Stieltjes associada a uma medida positiva no lado positivo
(ou negativo) da reta real. Veja, por exemplo, os trabalhos de Andrade, McCabe e Sri Ranga
[1], Bracciali, McCabe e Sri Ranga [2], Common e McCabe [5] e Vinet e Zhedanov [18].

Em [4] e [8], considerou-se a generalização deste último caso, quando µn são complexos e
ainda vale

µ−n = µn e (−1)n(n+1)/2∆n > 0, n ≥ 0.

Neste caso, os polinômios associados ao funcional M satisfazem à mesma relação de recorrência
que os polinômios de Szegő, mas com coeficientes de reflexão δn = (−1)nSn(0) maiores que
um em módulo, por isso, são chamados de polinômios de Szegő com coeficientes de reflexão
maiores que um em módulo. Um problema deixado em aberto em [8] é o estudo dos zeros desses
polinômios. O objetivo do presente trabalho é fornecer informações sobre a localização dos zeros
dos polinômios de Szegő com coeficientes de reflexão maiores que um em módulo.

2 Polinômios de Szegő com coeficientes de reflexão maiores que
um em módulo

Nesta seção serão apresentadas algumas propriedades dos polinômios de Szegő com coefi-
cientes de reflexão maiores que um em módulo, por isso, considera-se uma sequência {µn}∞n=−∞
de números complexos tais que

µ−n = µn, n ≥ 0, (4)

e os determinantes de Toeplitz, como definido em (2), com a propriedade

(−1)n(n+1)/2∆n > 0, n = 0, 1, 2, . . . . (5)

Seja o funcional de momento M, como definido em (1). Quando valem as condições (4) e
(5), M é chamado de funcional de momento sq-definido, o que significa “funcional de momento
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especial quase-definido”. Quando os momentos são também reais o funcional M é chamado de
funcional de momento rsq-definido, o que significa “funcional de momento real quase-definido” .

Define-se o polinômio rećıproco de Sn por S∗
n(z) = znSn(1/z).

A sequência de polinômios definida em (3) satisfaz

M[t−mSn(t)] = M[t−n+mS∗
n(t)] =

 0, 0 ≤ m ≤ n− 1
∆n

∆n−1
, m = n

n ≥ 1. (6)

Os polinômios Sn podem ser escritos em termos dos determinantes de Toeplitz como segue:

Sn(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ−1 µ0 . . . µn−1
...

...
. . .

...
µ−n+1 µ−n+2 . . . µ1

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1 e S0(z) = 1. (7)

O resultado a seguir pode ser encontrado em [4] e [8] e será usado para fornecer informações
sobre a localização dos zeros desses polinômios.

Teorema 1 Seja δn = (−1)nSn(0), para n ≥ 1, conhecidos como coeficientes de reflexão, onde
Sn são os polinômios de Szegő associados ao funcional de momento sq-definido M que satisfazem
(6) . Os polinômios Sn na forma mônica satisfazem às seguintes relações de recorrência

S∗
n(z) = (−1)nδ̄nzSn−1(z) + S∗

n−1(z), n ≥ 1, (8)

Sn(z) = (−1)nδnS
∗
n(z)− (|δn|2 − 1)zSn−1(z), n ≥ 1, (9)

com as condições iniciais
S0(z) = 1 e S∗

0(z) = 1.

Além disso, |δn| > 1, para todo n ≥ 1.

Por essa razão são também chamados de polinômios de Szegő com coeficientes de reflexão
maiores que um em módulo.

Quando considera-se momentos µs, s = 0,±1,±2, . . . , todos reais, ou seja, M um funcional
de momento rsq-definido, através de (7) pode-se observar que os polinômios Sn são todos reais.

Sejam zn,i, i = 1, 2, 3, . . . , n os zeros dos polinômios Sn associados ao funcional de momento
rsq-definido. Em [4] e [8], mostrou-se que zn,i, i = 1, 2, 3, . . . , n são reais, distintos e positivos,
ou seja,

0 < zn,1 < zn,2 < . . . < zn,n−1 < zn,n.

3 Localização dos zeros

O resultado a seguir, encontrado em [12], será usado para estabelecer o resultado sobre a lo-
calização dos zeros dos polinômios de Szegő com coeficientes de reflexão maiores que um em
módulo.

Seja π, um polinômio, define-se por N<(π), N=(π) e N>(π) o número de zeros zj , do
polinômio π (contando a multiplicidade) tal que |zj | < 1, |zj | = 1 e |zj | > 1, respectivamente.

Teorema 2 Seja π, um polinômio mônico de grau n. Sejam α complexos e

ζα(z) = zπ(z)− ᾱπ∗(z), (10)

então
i) se |α| < 1, têm-se N<(ζα) = N<(π) + 1, N=(ζα) = N=(π) e N>(ζα) = N>(π).
ii) se |α| > 1, têm-se N>(ζα) = N<(π) + 1, N=(ζα) = N=(π) e N<(ζα) = N>(π).
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O próximo teorema foi proposto pelos autores desse trabalho. Nesse teorema, são dadas as
informações sobre a localização dos zeros dos polinômios associados ao funcional de momento
sq-definido M.

Teorema 3 Sejam Sn os polinômios de Szegő associados ao funcional de momento sq-definido
M.
i) Se n é par, então Sn tem

n

2
zeros fora do disco unitário e

n

2
zeros dentro do disco unitário.

ii) Se n é ı́mpar, então Sn tem
n+ 1

2
zeros fora do disco unitário e

n− 1

2
zeros dentro do disco

unitário.

Demonstração. De (8) obtém-se a seguinte relação

Sn(z) = zSn−1(z) + (−1)nδnS
∗
n−1(z), n ≥ 1. (11)

Do Teorema 1, S1(z) = z − δ1 e |δ1| > 1, assim o zero de S1 está fora do disco unitário.
Note que a relação (11) é a relação (10) com

ζα(z) = Sn(z), π(z) = Sn−1(z) e ᾱ = (−1)n+1δn

Como |(−1)n+1δn| > 1, a relação (11), o item ii do Teorema 2 e a localização dos zeros de
S1 garantem que S2 tem um zero fora do disco unitário e um zero dentro do disco unitário.

Analogamente, a relação (11), o item ii do Teorema 2 e a localização dos zeros de S2 garantem
que S3 tem dois zeros fora do disco unitário e um zero dentro do disco unitário.

Portanto, o resultado do teorema segue pelo prinćıpio de indução finita para n par e n ı́mpar.

O próximo resultado fornece mais detalhes sobre os zeros dos polinômios associados ao
funcional de momento rsq-definido M, e, segue diretamente dos resultados citados na seção
anterior e do Teorema 3.

Corolário 1 Sejam Sn os polinômios de Szegő associados ao funcional de momento rsq-definido
M.
i) Se n é par, então Sn tem

n

2
zeros no intervalo (0, 1) e

n

2
em (1,∞).

ii) Se n é ı́mpar, então Sn tem
n+ 1

2
zeros em (1,∞) e

n− 1

2
zeros em (0, 1).

Dois exemplos numéricos são dados para ilustrar o Teorema 3. Considerando-se os polinômios
de Szegő associados ao funcional de momento sq-definido M, com δn = (−1)nSn(0) = 1 + i, na
Figura 1 representa-se os zeros de S7 e na Figura 2 representa-se os zeros de S8.

-1 1 2 3 4 5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Figura 1: Os zeros do polinômio de Szegő S7 associados ao funcional de momento sq-definido M, com

δn = 1 + i.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0034 010034-4 © 2015 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0034


-1 1 2 3 4 5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Figura 2: Os zeros do polinômio de Szegő S8 associados ao funcional de momento sq-definido M, com

δn = 1 + i.
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[16] G. Szegő, Über Beirträge zur theorie der toeplitzschen formen, II. Mathematische
Zeitschrift, 9 (1921) 167-190. MR15444062.

[17] W. Van Assche, Orthogonal polynomials in the complex plane and the real line. Spe-
cial Functions, q-series and Related Topics, M. E. H. Ismail et al., Ed., Field Institute
Communications, American Mathematical Society, 14 (1997) 211-245.
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