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Resumo: Neste trabalho, apresenta-se resultados sobre a localizagcao dos zeros dos polinémios
de Szegd com coeficientes de reflexdo maiores que um em mddulo. Exemplos numéricos sao
apresentados para ilustrar os resultados.
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1 Introducao

Com as publicagoes [15] e [16], no inicio do século XX, Szegd introduziu os polinémios
ortogonais no circulo unitario, também chamados de polindmios de Szegd em sua homenagem.
Os polinémios de Szegd podem ser definidos e estudados em termos de funcionais de momento,
da seguinte forma:

Dada uma sequéncia {u,}52 _ de nimeros complexos, chamados momentos, seja M um
funcional de momento linear definido no espacgo dos polinomios de Laurent por

M[Z"] = pin, n=0,+1,+2,.... (1)
Sejam A,, os determinantes de Toeplitz, dados por
Ho H1 "t Hn—1  Hn
-1 1o Tt Mn—2 Hn—1
Ap = : : : o], nz21 (2)
fontl fiont2 o Mo
H—n  H—n+1 - H-1 Ho

e a sequéncia de polinémios moénicos {5y, }22 ), definida como

(i) S, é um polindémio de grau exatamente n,

. [0, m=01,2..n-1,
(i) M ms, o1 ={ 0

“Este trabalho tem apoio do CNPq.
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Se M é tal que A,, # 0, para n > 0, entdo a sequéncia de polinémios ménicos {5, }7° , existe
e é Unica.
Quando p, sao complexos tais que

P =T, € Ay >0, n>0,

os polinémios S, associados ao funcional M que satisfazem (3) sdo os polinémios de Szegé.
Neste caso, M pode ser representado por uma integral de Stieltjes em relacao a uma medida
positiva no circulo unitério.

Os polinomios de Szeg6 sao também caracterizados por satisfazerem a uma relagao de
recorréncia com coeficientes de reflexdo d, = S,(0), menores que um em médulo. Estes
polindmios tem sido estudados por muitos pesquisadores, por exemplo, Cachafeiro, Marcellan,
Pérez [3], Jones, Njastad e Thron [7], Costa e outros [6], Sri Ranga [10], Simon [12, 13], Szeg6
[14] e Van Assche [17].

Em [9] e [11], considerou-se p, complexos tais que

Pep = ln € Ap #0, n>0.

Neste caso, os polindémios S, associados ao funcional M e que satisfazem (3) sao chamados de
polinémios tipo Szegd.
Agora, se o funcional M é tal que todos os u, sao reais,

fep = by € (—1)”(”+1)/2An >0, n>0,

entdo os polindémios S, que satisfazem (3) s@o associados ao funcional M que pode ser
representado por uma integral de Stieltjes associada a uma medida positiva no lado positivo
(ou negativo) da reta real. Veja, por exemplo, os trabalhos de Andrade, McCabe e Sri Ranga
[1], Bracciali, McCabe e Sri Ranga [2], Common e McCabe [5] e Vinet e Zhedanov [18].
Em [4] e [8], considerou-se a generalizacao deste tltimo caso, quando p, sdo complexos e
ainda vale
fen =i, € (=1)""FD2A L >0, n>0.

Neste caso, os polinémios associados ao funcional M satisfazem & mesma relagao de recorréncia
que os polindémios de Szegd, mas com coeficientes de reflexao d, = (—1)"S,(0) maiores que
um em moédulo, por isso, sdo chamados de polinémios de Szeg6 com coeficientes de reflexao
maiores que um em médulo. Um problema deixado em aberto em [8] é o estudo dos zeros desses
polinémios. O objetivo do presente trabalho é fornecer informacéoes sobre a localizagao dos zeros
dos polinémios de Szeg6 com coeficientes de reflexao maiores que um em maédulo.

2 Polinomios de Szegd com coeficientes de reflexao maiores que
um em modulo

Nesta se¢ao serao apresentadas algumas propriedades dos polinémios de Szegdé com coefi-
cientes de reflexao maiores que um em moddulo, por isso, considera-se uma sequéncia {fu, }52
de nimeros complexos tais que

Pen = Hp, 1 >0, (4)
e os determinantes de Toeplitz, como definido em (2), com a propriedade
(=)™ HD2A L >0, n=0,1,2,.... (5)

Seja o funcional de momento M, como definido em (1). Quando valem as condicoes (4) e
(5), M é chamado de funcional de momento sq-definido, o que significa “funcional de momento
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especial quase-definido”. Quando os momentos sao também reais o funcional M é chamado de
funcional de momento rsq-definido, o que significa “funcional de momento real quase-definido” .

Define-se o polinomio reciproco de S,, por S} (z) = 2"S,(1/Z).
A sequéncia de polinomios definida em (3) satisfaz

0, 0<m<n—1
M[tT™S, (1) = M[tT"T™SE(t)] = JAV n>1. (6)

, m=n
Anfl

Os polinémios S,, podem ser escritos em termos dos determinantes de Toeplitz como segue:

o P e
. -1 Bo  --- Pl
S”(Z):A ) : : Do, n>1 e Sy(z)=1. (7)
n—
H—n+1 H—n4+2 ... M1
1 z e 2"

O resultado a seguir pode ser encontrado em [4] e [8] e serd usado para fornecer informagoes
sobre a localizagao dos zeros desses polindmios.

Teorema 1 Seja 0, = (—1)"S,(0), para n > 1, conhecidos como coeficientes de reflexdo, onde
S sao os polinomios de Szegd associados ao funcional de momento sq-definido M que satisfazem
(6) . Os polinomios S, na forma moénica satisfazem as sequintes relagdoes de recorréncia

Sin(2) = (=1)"0nz8p-1(2) + S5 1(2), n =1, (8)
Sn(2) = (=1)"0,53(2) = (18nf* = 1)2Sp-1(2), n =1, (9)

com as condicdes iniciais
So(z) =1 e Sp(z) =1.

Além disso, |0, > 1, para todo n > 1.

Por essa razao sao também chamados de polinémios de Szegé com coeficientes de reflexao
maiores que um em modulo.

Quando considera-se momentos g, s = 0,11, 42, ..., todos reais, ou seja, M um funcional
de momento rsq-definido, através de (7) pode-se observar que os polindémios S, sdo todos reais.

Sejam 2y, ;, 1 = 1,2,3, ..., n os zeros dos polinémios S,, associados ao funcional de momento
rsq-definido. Em [4] e [8], mostrou-se que z,,, i =1,2,3, ..., n sao reais, distintos e positivos,
ou seja,

0<zp1 <zp2<...<2Zpn-1< Znn-

3 Localizacao dos zeros

O resultado a seguir, encontrado em [12], serd usado para estabelecer o resultado sobre a lo-
calizacao dos zeros dos polinémios de Szegd com coeficientes de reflexdao maiores que um em
modulo.

Seja m, um polinoémio, define-se por N.(m), N—(7) e N~ (m) o ntimero de zeros zj, do
polinémio 7 (contando a multiplicidade) tal que |z;| < 1, |z;| =1 e |z;| > 1, respectivamente.

Teorema 2 Seja w, um polindmio monico de grau n. Sejam o complexos e
Calz) = 2m(z) —an™(z), (10)

entao
i) se |a| <1, tém-se Nc((a) = N<(m) + 1, N=(¢o) = N=(7) e N> ((o) = N> (7).
i) se || > 1, tém-se N>(Ca) = N<(7) + 1, N=(Ca) = N=(7) € N<(Ca) = N> ().
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O préximo teorema foi proposto pelos autores desse trabalho. Nesse teorema, sao dadas as
informacoes sobre a localizacao dos zeros dos polinémios associados ao funcional de momento
sq-definido M.

Teorema 3 Sejam S, o0s polinémios de Szegd associados ao funcional de momento sq-definido
M.

. . ~ n . s n . .
i) Sen € par, entdo Sy tem 5 zeros fora do disco unitdrio e 5 zeros dentro do disco unitdrio.

. y . n+1 . N .
i1) Se n é impar, entdo S, tem zeros fora do disco unitdrio e zeros dentro do disco

unitdrio.

Demonstragao. De (8) obtém-se a seguinte relagao
Sn(2) = 28n-1(2) + (=1)"6,S5_1(2), n > 1. (11)

Do Teorema 1, Si(z) = z — 01 e |[01] > 1, assim o zero de S estd fora do disco unitario.
Note que a relacao (11) é a relacao (10) com

Ca(2) = Sp(2), m(z) =Snh-1(2) e a= (_1)n+15n

Como |(—1)"*15,| > 1, a relagdo (11), o item ii do Teorema 2 e a localizagio dos zeros de
S1 garantem que S tem um zero fora do disco unitdrio e um zero dentro do disco unitario.
Analogamente, a relacao (11), o item ii do Teorema 2 e a localizagao dos zeros de Sy garantem
que S3 tem dois zeros fora do disco unitario e um zero dentro do disco unitério.
Portanto, o resultado do teorema segue pelo principio de inducao finita para n par e n impar.
L]

O proximo resultado fornece mais detalhes sobre os zeros dos polindmios associados ao
funcional de momento rsq-definido M, e, segue diretamente dos resultados citados na segao
anterior e do Teorema 3.

Corolario 1 Sejam S, os polinémios de Szegd associados ao funcional de momento rsq-definido
M. n n
i) Sen € par, entdo Sy, tem — zeros no intervalo (0,1) e — em (1, 00).

n—1

n
ii) Se n € impar, entio S, tem zeros em (1,00) e zeros em (0,1).

Dois exemplos numéricos sao dados para ilustrar o Teorema 3. Considerando-se os polindmios
de Szeg6 associados ao funcional de momento sq-definido M, com é,, = (—1)"S,(0) =1+ 4, na

Figura 1 representa-se os zeros de S7 e na Figura 2 representa-se os zeros de Sg.

Figura 1: Os zeros do polindmio de Szeg6 S7 associados ao funcional de momento sq-definido M, com
O0p =1+1.
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Figura 2: Os zeros do polindmio de Szegb Ss associados ao funcional de momento sg-definido M, com
O0n =1+1.
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