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Resumo: Neste trabalho estudaremos propriedades de invariancia de uma familia de equagdes
dispersivas. Um dos principais objetivos € encontrar as condi¢ées para que essas equagoes sejam
ndo-linearmente auto-adjuntas e calcular suas leis de conservagao. Além disso, encontraremos
solucoes invariantes para essas equacoes via simetrias de Lie.
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1 Introducao

No recente trabalho [4], foi estudada a seguinte familia de equagoes dispersivas

U + %zuxum — €QUgpys = 0, (1)
onde € é um parametro e a uma constante. Essencialmente, podemos considerar ¢ como o
coeficiente de dispersao da equacao em questao.

No mesmo trabalho onde foi introduzida, algumas propriedades de tal equagao foram con-
sideradas, principalmente a construcao de leis de conservagao. De acordo com os resultados
obtidos em [4], 0 caso € = —2/3 é um caso bastante especial, principalmente naquilo que tange
a obtencao de leis de conservacao.

Neste trabalho, estudaremos a equagao (1) do ponto de vista de simetrias de Lie. De fato,
mostraremos que os operadores

4 ngﬁ, )(?,:u2 X4:$3+3t9

X1 = ot’ Oz ou’ oz ot (2)

sao geradores infinitesimais de simetrias de Lie.

Uma vez encontrado o grupo de invariancia, hé diversas possibilidades a serem consideradas.
Uma delas, que sera explorada, é a obtencao de solugoes invariantes, exatas, usando os geradores
infinitesimais de simetrias.

Outra possibilidade, que também serd abordada é a construgao de leis de conservacao via ge-
radores de simetrias. Para tanto, utilizaremos os desenvolvimentos propostos por Nail Ibragimov
em [2].

A ideia para a construcao de leis de conservagao locais, introduzidas em [2], é, primeiramente,
verificar se a equagdo considerada é nao-linearmente auto-adjunta, veja [3]. Dessa forma, se
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positiva a questao, é possivel, a partir dos geradores de simetrias, encontrar leis de conservagao
locais.

Na préxima secao mostraremos que tal equagao é nao-linearmente auto-adjunta, o que nos
possibilitard encontrar leis de conservacao locais utilizando [2].

2 Leis de conservagao

“Na natureza nada se perde, nada se cria, tudo se transforma”. Com essas palavras, Antoine
Lavoisier enunciou a lei de conservacao de massa, que diz que numa reagao quimica, a
quantidade de reagentes deve ser igual a quantidade de produtos.

Conhecemos outras leis de conservagao frequentemente utilizadas, como a lei de conservagao
de energia, do momento linear e do momento angular.

Mas o que é uma lei de conservagao? Basicamente uma lei de conservagao é um balancea-
mento de alguma substancia concreta ou abstratatamente. Em termos mateméticos, uma lei de
conservagao para uma EDP é um vetor cuja divergéncia se anula nas solugoes dessa EDP.

Geralmente nao é uma tarefa simples encontrar uma lei de conservagao para uma EDP.
Um resultado classico conhecido para encontrar leis de conservacao é o Teorema de Noether,
que fornece um algoritimo para calcular leis de conservacgao via simetrias de Lie-Bécklund. Tal
resultado é entretanto restritivo, no sentido de que sé pode ser aplicada a equagoes diferenciais
advindas de uma integral de acdo, e consequentemente essas equagoes diferenciais sempre sao
de ordem par.

Em 2009 Ibragimov propos a seguinte definigdo em seu trabalho, veja [2].

Seja

F(Q?, u, U(l), cen ,U(k)) =0

uma equacao diferencial parcial. A equacdo

% 4]
F (I’,U,’U,U(U,U(D,...,U(k),v(k)) @‘C_O
é chamada equacgao adjunta a F'(z,u,u(, ..., ug)) = 0, onde
4] 0 0 0 i 0
—=——-D;— + D;D, —1)¥Dyy ... Dy ———,
ou  Ou ' Ou; + T Oug; Wi - (=17 D MO, iy
é o operador de Euler-Lagrange e £ = vF'(x,u, u(), . .,Us)) é chamada de lagrangeana formal,
onde v = v(x) é uma nova variavel dependente.
No mesmo trabalho, Ibragimov provou que o vetor
, oL oL oL
' o= EL+W D; D;D —
e w (500 (Gu) + PPrg =
oL oL
DAW - D .
+D,W) o= i (o) + ] (3
oL
D.D.(W — .. e

e W = n — £'u;, 6 um vetor conservado para o sistema de equacdes formado pela EDP e sua
respectiva equacdo adjunta, onde z = (r1,72,...,7,) € @ C R", u = u(x) e uy, o conjunto de
todas as derivadas parciais de k-ésima ordem de u. Também estd sendo usada a convecao da
soma de Einstein, onde indices repetidos devem ser somados.

Este resultado de Ibragimov é em certo sentido mais geral, uma vez que pode ser aplicada a
uma EDP qualquer, lembrando entretanto que os vetores conservados sao agora para o sistema
de equacoes e nao para a EDP propriamente dita.

Em 2011 Ibragimov [3] desenvolveu a seguinte definigao:
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Definicao 1. Uma EDP € dita ser nao-linearmente auto-adjunta, se a sequinte condi¢do €
satisfeita:

F*(x,u,v,u(l),v(l),...,U(k),v(k)) = )\F(.T,U,U(l),...,’u,(k)), (4)
v=¢(z,u)

onde A = XNz, u,...) e d(z,u) #0. A funcao ¢ que satisfaz (4) é chamada substituicao.
Se uma EDP
F(z,u,uaqy, - upy) =0

é nao-linearmente auto-adjunta, (3) é um vetor conservado para F(z,u,u(),...,ur)) = 0,
quando substituimos v = ¢(x,u) em (3).
Exemplo 1. A equacdo

Ut + Ulggr = 0. (5)
€ nao-lineramente auto-adjunta. A expressao para ¢ € dada por

3 2
€T T r c
$x,t,u) = e < —6t> +o— +es- + — + s,
u u u U

veja [1].
Considerando o gerador de simetrias de Lie
0 0
X=t——u— 6
ot “ou (©)
as componentes dadas por (3) nos fornece
C' = v(tutges —u),
Cl = v(—2utge + U2 + tugty — tUlper — Tty (7)

g (Futigy — 2tupty — Utly) — Vg (u? + tuayg).

Substituindo v =1 em (7) e apds alguns calculos, temos

2
CY = —u—-D, <12Lx — tuum>,
2 2
t
Cl = —uug, + l;i + Dy <Z$ — tuum)

Entdo, transferindo os termos Dy(---) de CV e O, obtemos as sequintes expressoes

o ‘5\3

0 1
C°=u, C"=ulg, —

Vamos verificar que (1) é nao linearmente auto-adjunta. Usando o Teorema 2 de [1], obtemos
o seguinte sistema de equacoes

¢t - 6a¢x:c:(; = 0, (8)
2
7¢$ + 3€¢zu - 07 (9)
u

ead)zuu = 07 (10)
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2(3)u+f¢mw—0, (11)

Da equagao (10) (supondo a # 0 e € # 0) temos

d)muu =0= (¢:p)uu =0= ¢:E = A(l‘,t)u + B(:E,t)

oz, t,u) = Y(x, t)u+ @(z,t) + p(t, u), (12)
onde ¢(z,t) = [ A(z,t)dz e o(x,t) = [ B(z,t)dz.

Substituindo (12) em (10), temos
3
(1+3¢) v o (13)

Pr = 0: (14)

Da equagao (14) concluimos que ¢ = ¢(t). A partir da equacao (13), podemos considerar
dois casos. O primeiro é quando € # —%, neste caso devemos ter 1, = 0 e logo ¥ = (t).
Portanto

P(x,t,u) = d(t,u) = Y(t)u+o(t) + p(t, u). (15)
Substituindo (15) em (9), obtemos ¥'u + ¢’ 4+ p = 0 0 que implica em

0
D (oteut o(0) + ot ) = 0.

Assim Y (t)u + p(t) + p(t,u) = k(u), ou seja, ¢ = ¢(u). Entado a partir da equagao (11)
obtemos a seguinte EDO

2 2
W k" + Zuk’ — Zk =0, (16)
€ €
cuja solugao é
k(u) = 01u+02u_%, (17)
se € # —2. Se e = —2, temos a seguinte solucao para (16)
kE(u) = ciu + caln(u)u. (18)

Portanto concluimos que ¢(u) = cru+tcoue quando € # —2 e ¢(u) = cru+ caln(u)u quando
€ = —2, onde ¢ e ¢y sao constantes reais.

Se € = —2/3, a partir da equagao (11), obtemos

u2puu — 3upy + 3p = —3p. (19)

Para cada t fixo e arbitrario, a equagao (19) é uma EDO em u, onde a solucao geral é dada
por

p(t,u) = k1 (t)u + ke (t)u® — p(t). (20)

Sunstituindo (20) na expressao de ¢, obtemos

(b(ac,t, u) - (¢($at) +k1(t))u+k2(t)u37 (21)
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A partir da equagao (8), concluimos que

2
<1/1t + g(ﬂ/}xx:c + ki) u 4+ kéu?’ = 0,

logo k) = 0 o que implica que k2(t) = ¢ = constante e ¢ e k; cumprem a seguinte EDP

2
'th + gal/}mcz + kll = 0.

Neste trabalho, além da classificagdo em relagao a auto-adjunticidade nao-linear, também en-
contramos, utilizando os geradores de simetrias de Lie (2) as correspondentes leis de conservagao
para a equagao (1).
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