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Espectro do modelo de Anderson discreto d-dimensional
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Operadores de Schrödinger aleatórios é um importante campo de pesquisa em F́ısica
Matemática (ver [1, 2]). Neste trabalho consideramos o modelo de Anderson discreto, que
é a famı́lia de operadores de Schrödinger aleatórios

Hω = H0 + Vω (1)

sobre o espaço de Hilbert `2(Zd), com dimensão d ≥ 1, definidos da seguinte forma:
(a) H0 é o Laplaciano discreto dado por

(H0u)(n) := −
∑

m:‖m−n‖1=1

(u(m)− u(n)) (2)

para u ∈ `2(Zd) e com a norma ‖n‖1 := |n1| + · · · + |nd| para n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd. O
operador H0 é auto-adjunto e limitado com ‖H0‖ ≤ 4d.
(b) Cada Vω é um potencial aleatório atuando sobre u ∈ `2(Zd) como operador de mul-
tiplicação, isto é, (Vωu) (n) = Vω(n)u(n), em que {Vω(n)}n∈Zd é uma sequência a valores
reais de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas com uma medida
de probabilidade comum P0 definida por P0(A) = P ({ω : Vω(n) ∈ A}) para todo n ∈ Zd

e para qualquer conjunto de Borel A ⊂ R, onde P é a medida de probabilidade sobre
conjuntos borelianos ciĺındricos de Ω = RZd

, ou seja,

P ({ω : Vω(n1) ∈ [a1, b1], . . . , Vω(nk) ∈ [ak, bk]}) = P0 ([a1, b1]) · . . . · P0 ([ak, bk]) .

O objetivo principal deste trabalho é estudar o espectro dos operadores Hω dados
por (1), que por definição, é o conjunto σ(Hω) = C \ ρ(Hω) em que

ρ(Hω) =
{
z ∈ C : o operador (Hω − zI)−1 existe e é limitado

}
.

O espectro σ(Hω) representa as posśıveis energias de um elétron movendo-se na rede Zd e
governado pelo operador Hω. Primeiro determinamos o espectro de H0 definido por (2).
De fato, usando a transformada de Fourier

F : `2(Zd)→ L2([0, 2π]d), (Fu)(x) =
∑
n∈Zd

u(n)e−in·x,
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mostra-se que
(
FH0F−1ψ

)
(x) = (Mgψ) (x), ondeMg denota o operador de multiplicação

em L2([0, 2π]d) pela função g(x) = 2
∑d

i=1(1 − cosxi) para x = (x1, . . . , xd) ∈ [0, 2π]d.
Assim, H0 é unitariamente equivalente a Mg, o que implica que seu espectro é dado por

σ(H0) = σ(Mg) = Im(g) = [0, 4d] e que H0 tem espectro absolutamente cont́ınuo puro.
Para determinarmos o espectro de Hω, consideremos o suporte da medida P0:

supp P0 = {x ∈ R : P0((x− ε, x+ ε)) > 0 ∀ε > 0} .

Se supp P0 é compacto, então o operador Hω = H0 + Vω é limitado e auto-adjunto em
`2(Zd). Por outro lado, se supp P0 não é compacto, o operador de multiplicação Vω é
auto-adjunto no domı́nio D = {ϕ ∈ `2(Zd) : Vωϕ ∈ `2(Zd)} e dáı Hω é auto-adjunto
em D. Além disso, como H0 é limitado, segue do Teorema de Kato-Rellich (ver detalhes
em [3]) que Hω é essencialmente auto-adjunto sobre o espaço

`20(Zd) = {ϕ ∈ `2(Zd) : ϕ(k) = 0 ∀ k, exceto para um número finito de pontos k}.

O teorema a seguir é o principal resultado deste trabalho, cuja demonstração pode ser
encontrada em [1, 2]. Tal resultado descreve explicitamente o espectro dos operadores Hω

dados por (1).

Teorema 0.1. O espectro do modelo de Anderson Hω é P− q.t.p. dado por

σ(Hω) = [0, 4d] + supp P0 . (3)

A igualdade (3) nos diz, em particular, que o espectro σ(Hω) é P− q.t.p. um conjunto
não aleatório. Isto também pode ser obtido do fato que o modelo de Anderson Hω é uma
famı́lia ergódica de operadores auto-adjuntos (ver detalhes em [2]) e devido ao Teorema de
Pastur (Teorema 4.3 em [2]) existe um conjunto Σ ⊂ R tal que σ(Hω) = Σ, ω P− q.t.p..
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