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O objetivo do presente trabalho é apresentar duas versões distintas do chamado teo-
rema do valor médio em escalas temporais. Tal resultado faz parte do cálculo em escalas
temporais, que é uma teoria que foi desenvolvida inicialmente pelo matemático Stefan
Hilger em 1988 [1], com o objetivo de unificar os cálculos discreto e cont́ınuo, e atualmente
existem diversos trabalhos envolvendo o assunto (ver [1, 2]).

Uma escala temporal T é um subconjunto fechado não-vazio arbitrário dos números
reais R. Para t ∈ T, define-se o operador de avanço σ : T→ T por σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}
e o operador de recuo ρ : T → T por ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}. Se σ(t) > t diz-se que t
é disperso à direita. Introduz-se também o conjunto Tκ como segue: se T tem um ponto
máximo t1 disperso à esquerda (ρ(t1) < t1), então Tκ = T− {t1}; caso contrário, Tκ = T.

Definição 0.1. Sejam f : T→ R uma função e t ∈ Tκ. A delta-derivada de f no ponto t
é definida como sendo o número f∆ (t) (caso exista) com a propriedade que para cada
ε > 0, existe uma vizinhança Vt = (t− δ, t+ δ) ∩ T de t, com δ > 0, de modo que∣∣f (σ (t))− f(s)− f∆ (t) (σ (t)− s)

∣∣ ≤ ε |σ (t)− s| , ∀s ∈ Vt. (1)

Quando f∆ (t) existir, dizemos que f é delta-diferenciável em t.

Se f∆(t) existe, então f∆(t) = f ′(t) para T = R e f∆(t) = f(t+ 1)− f(t) para T = Z.
Por exemplo, considerando a função f (t) = t2 para t ∈ T := {

√
n;n ∈ N}, temos que sua

delta-derivada é f∆ (t) =
√
t2 + 1 + t, ∀t ∈ T.

Definição 0.2. Uma função f : T → R é dita pré-diferenciável com região de diferen-
ciação D, se f é cont́ınua em T, D ⊂ Tκ, Tκ\D é contável e não contém pontos de T
dispersos à direita, e f é delta-diferenciável em cada ponto t ∈ D.

Por exemplo, a função f : T→ R definida sobre a escala T :=
⋃∞
k=0 [3k, 3k + 2] por

f (t) =

{
0 se t ∈

⋃∞
k=0 [3k, 3k + 1] ,

t− 3k − 1 se t ∈ [3k + 1, 3k + 2] , k ∈ N0,
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é pré-diferenciável com região de diferenciação D = T\
⋃∞
k=0 {3k + 1}.

Enunciaremos agora as duas versões do teorema do valor médio em escalas temporais.
A primeira versão foi estudada em [1] e é dada pelo teorema seguinte.

Teorema 0.1. Sejam f : T → R e g : T → R funções pré-diferenciáveis com região de
diferenciação D. Se

∣∣f∆ (t)
∣∣ ≤ g∆ (t) para todo t ∈ D, então

|f (s)− f (r)| ≤ g (s)− g (r) ∀ r, s ∈ T , r ≤ s. (2)

Temos as seguintes consequências do resultado acima.

Corolário 0.1. Sejam f, g : T → R funções pré-diferenciáveis com região de diferen-
ciação D.
(i) Se U é um intervalo compacto com pontos finais r, s ∈ T, então

|f (s)− f (r)| ≤
{

sup
t∈Uκ∩D

∣∣f∆(t)
∣∣} |s− r| .

(ii) Se f∆ (t) = 0 para todo t ∈ D, então f é uma função constante.

Para a, b ∈ T com a ≤ b, define-se o intervalo fechado [a, b]T = {t ∈ T : a ≤ t ≤ b}.
Analogamente define-se o intervalo semi-aberto [a, b)T. Em [2] temos uma segunda versão
do teorema do valor médio, dada pelo seguinte resultado:

Teorema 0.2. Seja f : [a, b]T → T uma função cont́ınua em [a, b]T e delta-diferenciável
sobre [a, b)T. Então existem τ, ξ ∈ [a, b)T tais que

f∆ (τ) ≤ f (b)− f (a)

b− a
≤ f∆ (ξ) . (3)

Temos as seguintes consequências direta do teorema acima:

Corolário 0.2. Seja f uma função cont́ınua em [a, b]T e delta-diferenciável sobre [a, b)T.
(i) Se f∆ (t) = 0 para todo t ∈ [a, b)T, então f é constante em [a, b]T;
(ii) Se f∆ (t) > 0 (respect. f∆ (t) < 0) para todo t ∈ [a, b)T, então f é crescente (respect.
decrescente) em [a, b]T.

O Teorema 0.2 continua válido se a hipótese ”f é delta-diferenciável sobre [a, b)T” for
substitúıda por ”f é pré-diferenciável sobre [a, b)T com região de diferenciaçãoD ⊂ [a, b)T”.
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