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Resumo. Neste estudo estimou-se a variação da umidade de sólidos elipsoidais prolatos
durante o processo de secagem cont́ınua e intermitente com uma pausa. Para tanto foi
proposto um modelo matemático que considera a equação de difusão bidimensional em
coordenadas ciĺındricas com propriedades termo f́ısicas constantes. O modelo foi resolvido
através do método integral baseado em Galerkin. Foi desenvolvido um código computacional
na plataforma Mathematica para implementação do método e realização das simulações.
Para as condições investigadas neste trabalho, verificou-se que a secagem intermitente reduz
o tempo de processo quando comparada com a secagem cont́ınua, e consequentemente, reduz
o consumo de energia.
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1 Introdução

Secagem é um processo que envolve transferência de calor e massa (umidade) entre um
produto higroscópico e o ar de secagem e está presente em vários processos de interesse
tecnológico, incluindo processamento de alimentos e armazenamento de grãos. No caso de
alimentos, a água é removida do material úmido até um ńıvel onde a deterioração provo-
cada por microrganismos possa ser minimizada. O processo de secagem envolve elevado
consumo energético e consome cerca de 20 a 25% de energia utilizada pela indústria de
processamento de alimentos. Neste sentido, a técnica de secagem intermitente é conside-
rada promissora para melhorar a qualidade dos produtos secos e a eficiência energética do
processo como reportado em [6].

No estudo da secagem intermitente, o modelo de difusão ĺıquida em sua maioria é
aplicado de forma simplificada (unidimensional) a corpos com geometrias bem conhecidas
(cilindros, esferas e paraleleṕıpedos), negligenciando o peŕıodo de têmpera. Poucos são os
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trabalhos cient́ıficos que utilizam a geometria elipsoidal e cujo objetivo principal seja a
otimização do processo de secagem intermitente [7, 9].

Dentre os métodos reportados na literatura para obter solução de equações diferenciais
parciais, o método integral baseado em Galerkin (método GBI) tem sido usado para obter
solução anaĺıtica aproximada da equação de difusão para geometrias arbitrárias [2,3,8,10].
Em [2] os autores usaram o método GBI para simular secagem intermitente de grãos de
arroz em casca, negligenciando o peŕıodo de têmpera. Em [3] o modelo de difusão foi
aplicado para descrever secagem cont́ınua de grãos de arroz em casca em leito fixo. Para
tanto, o grão de arroz foi representado por um elipsoide prolato e a equação de difusão foi
resolvida via método GBI, com condição de contorno de Dirichlet.

Neste trabalho, a solução da equação de difusão com condição de contorno de equiĺıbrio
(condição de contorno de Dirichlet), obtida via método GBI, foi utilizada para predizer
o transporte de umidade em elipsoides de revolução ao longo do processo de secagem
cont́ınua e intermitente. O modelo desenvolvido inclui o peŕıodo de têmpera (peŕıodo
de repouso) e permite simular a distribuição de umidade no interior do elipsoide. Desta
forma, pretende-se melhorar a compreensão do mecanismo e estabelecer estratégias para a
otimização do processo de secagem intermitente de sólidos elipsoidais prolatos, que é uma
forma tão comum na natureza.

2 Modelagem matemática

No processo de secagem, o transporte de massa (umidade) foi governado pela equação
de difusão bidimensional escrita em coordenadas ciĺındricas:
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onde M∗ =
M−Meq

M0−Meq
, M denota o teor de umidade, M0 denota o teor de umidade inicial,

Meq é o teor de umidade de equiĺıbrio, D a difusividade de massa, r e z são as coordenadas
da posição.

Seja Ω o interior do elipsoide prolato representado na Figura 1 e S a sua fronteira.
As seguintes hipóteses foram consideradas na modelagem matemática: (a) o sólido é ho-
mogêneo e isotrópico; (b) as propriedades termo f́ısicas são constantes ao longo do pro-
cesso; (c) o sólido é simétrico em relação ao plano z = 0; (d) as condições de contorno são
homogêneas.

O problema matemático consiste em obter uma solução M∗(r, z, t) da equação (1) com
a condição inicial e a condição de contorno homogênea dadas, respectivamente, por:

M∗ = 1 em t = 0 (2)

M∗∣∣
S

= 0, t > 0 (3)
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onde o subscrito S denota a superf́ıcie do elipsoide prolato.
Procura-se solução da equação (1) da seguinte forma [4]:

M∗(r, z, t) =
N∑

n=1

CnΨn(r, z)exp(−γnt) (4)

onde Ψn(r, z) é escolhida satisfazendo a condição de contorno homogênea (3) de modo que
(4) seja solução da equação (1), γn é o n-ésimo autovalor e Cn são constantes a serem
determinadas.

Substitúındo (4) na equação (1), para cada n = 1, · · · , N obtém-se:

L[Ψn] = ∇2[DΨn(r, z)] + γnΨn(r, z) = 0 (5)

com Ψn : Ω→ R satisfazendo a condição de contorno homogênea.
Portanto, a solução transiente (4) conduz a um problema de autovalores. As funções

Ψn(r, z) são selecionadas de acordo com o método de Galerkin [1, 4] da seguinte forma:

Ψn(r, z) =
N∑
j=1

dnjfj(r, z) (6)

onde dnj são constantes a serem determinadas e as N funções de base são escolhidas em um
conjunto completo fj(r, z), j = 1, 2, 3, · · · de funções linearmente independentes, fj defini-
das em Ω, satisfazendo a condição de contorno homogênea (3). Para a geometria elipsoidal,
as funções de base que satisfazem a condição de contorno de Dirichlet homogênea são dadas
em [4] da seguinte forma: fj(r, z) = ϕrpzq, j = 1, 2, · · · , N e p, q = 0, 2, 4, 6, 8, · · · , Npq,

onde ϕ = 1 − r2

a2
− z2

b2
. Neste trabalho, dezesseis funções de base foram utilizadas que

corresponde a Npq = 6.
Os coeficientes dnj e os autovalores γn são determinados de modo que L[Ψn] seja

ortogonal às primeiras N funções do conjunto completo. Tem-se, portanto,∫
Ω
L

[ N∑
j=1

dnjfj(r, z)

]
fi(r, z)dΩ = 0, i = 1, · · · , N. (7)

Uma vez que os autovalores γn são determinados, os autovetores dn associados são
obtidos. Para cada autovalor, obtém-se de (7) um sistema de equações algébricas cuja
solução são as componentes dn1, dn2, · · · , dnN do autovetor associado.

Após o cálculo dos autovalores γn e autovetores dn, as autofunções Ψn são conhecidas
e a solução (4) estará completa com o cálculo dos coeficientes Cn. Para isto, aplica-se a
condição inicial M∗(r, z, 0) = 1 na equação (4). Analogamente a solução exata e expansão
em série de Fourier, multiplica-se ambos os lados da equação resultante por fi e integrando
sobre Ω tem-se: ∫

Ω
fi(r, z)dΩ =

∫
Ω

[ N∑
n=1

CnΨn(r, z)

]
fi(r, z)dΩ. (8)
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Repetindo o processo para cada função de base fj , i = 1, · · · , N obtém-se de (8) um
conjunto de N equações algébricas lineares que permite calcular os valores de Cn.

O teor de umidade médio adimensional foi calculado como segue:

M
∗
(t) =

1

V

∫
Ω
M∗dΩ (9)

onde V é o volume do sólido ilustrado na Figura 1.

Na secagem intermitente o sólido sofre a ação do calor, durante pequeno intervalo
de tempo (secagem cont́ınua), em seguida passa por um peŕıodo de repouso (peŕıodo de
têmpera) sem contato com o ar aquecido e depois é submetido novamente ao processo de
secagem cont́ınua. Para simular a distribuição de umidade no interior do sólido durante o
peŕıodo de têmpera, duas condições foram admitidas: (a) A distribuição de concentração
no interior do sólido é conhecida no ińıcio do peŕıodo de repouso; e (b) A superf́ıcie do
sólido é considerada impermeável, isto é, a concentração média no sólido é constante
durante o peŕıodo de repouso. Em termos de equação matemática, a superf́ıcie do sólido
será considerada impermeável (isolada) aplicando-se a condição de contorno de Neumann
homogênea, com fluxo nulo prescrito na superf́ıcie do elipsoide, de tal forma que

∂M

∂~n

∣∣∣∣
S

= 0 (10)

onde ~n é um vetor unitário normal exterior à superf́ıcie S do elipsoide prolato e M denota
o teor de umidade.

Assim, para descrever a distribuição de umidade, durante o peŕıodo de pausa, obteve-
se a solução da equação (1) com a condição de contorno (10) e a nova condição inicial, que
corresponde a distribuição de umidade no final do primeiro peŕıodo de secagem cont́ınua
fornecida pela solução da equação (1) com condição de contorno de Dirichlet. Neste caso,
utilizou-se as funções de base dadas em [5] da seguinte forma: fj = rpzq(B1r

2 + b2z
2 +

B3), j = 1, 2, · · · , N e p, q = 0, 2, 4, 6, 8, · · · , Npq, onde B1, B2 e B3 são constantes a
serem determinadas impondo a condição de contorno homogênea (10).

3 Resultados e discussão

A validação do modelo e do código computacional foi feita por comparação com resul-
tados dispońıveis na literatura oriundos de soluções também obtidas via método GBI [4],
bem como a partir da solução da equação de difusão em coordenadas esferoidais prolatas,
via método de separação de variáveis [7]. Considerou-se o tempo de têmpera igual a zero
(secagem cont́ınua), pressupondo uma distribuição de umidade inicial uniforme e o coefi-
ciente de difusão D constante. O teor de umidade adimensional simulado é apresentado
em função do número de Fourier (tempo adimensional) Dt/a2. Os dados reportados na
literatura foram digitalizados usando o software xyExtract Graph Digitizer.

Na Figura 2, os resultados dos teores de umidade no centro de um elipsoide com
razão de aspecto b/a = 1, 1 (a = 1, 0cm) obtidos neste trabalho com o método GBI são
comparados aos resultados da solução da equação de difusão em coordenadas esferoidais
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prolatas usando o método de separação de variáveis e condição de contorno de primeira
espécie apresentada em [7]. Neste caso, o coeficiente de difusão usado na simulação foi
D = 1, 22 × 10−5cm2/s, o mesmo utilizado em [7]. Observa-se uma boa concordância
entre os valores do teor de umidade no centro do elipsoide considerado quando comparado
com os dados reportados na literatura, o que confirma a consistência do método utilizado
para resolver o modelo representado pelas equações (1) a (3). O aumento, não realista, do
teor de umidade no centro do elipsoide nos instantes iniciais do processo na Figura 2 são
inconvenientes da simulação numérica devido ao número de funções de base considerado
para reduzir o tempo de processamento computacional. No entanto, estas falhas não
prejudicam a análise do processo, visto que a solução converge rapidamente para instantes
de tempo maiores.

Figura 1: Elipsoide prolato no sistema de
coordenadas ciĺındricas z ≥ 0.

Figura 2: Comparação entre os resultados
obtidos em [7] e os obtidos neste trabalho
para elipsoide de razão de aspecto b/a = 1, 1.

Testes de secagem cont́ınua e intermitente foram simulados para diferentes condições
operacionais. Considerou-se sólidos com razão de aspecto b/a = 1, 1; 2, 0 e 5, 0, mantendo
a = 1, 0cm em todos os casos e coeficiente de difusividade arbitrário D = 1, 0×10−5cm2/s.
Comparando os resultados dos teores de umidade simulados para as três geometrias,
verificou-se que a razão de aspecto do elipsoide tem uma influência direta no processo
de secagem. Quanto maior for a relação área/volume, menor é o tempo necessário para a
umidade do sólido atingir o seu valor de equiĺıbrio.

O modelo foi usado para estudar o efeito do aumento do tempo de têmpera na perda de
umidade de elipsoides com razão de aspecto b/a = 1, 1; 2, 0 e 5, 0, ao longo do processo de
secagem intermitente com uma pausa. Eliminando-se o peŕıodo de têmpera e comparando
com a curva de secagem cont́ınua, observou-se, para os três sólidos estudados, que a taxa
de secagem é diretamente proporcional ao tempo de têmpera. Quanto maior o tempo
de têmpera considerado, maior é a taxa de secagem pós-têmpera, o que está de acordo
com resultados experimentais de secagem intermitente de produtos agŕıcolas reportados
na literatura [2,11]. A Figura 3 mostra os resultados dos teores de umidade preditos para
um elipsoide de razão de aspecto b/a = 2, 0, variando o tempo de têmpera.

A partir da simulação computacional da distribuição do teor de umidade no interior
do elipsoide, durante o peŕıodo de têmpera, verificou-se que, ao longo do tempo, o teor de
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Figura 3: Comparação entre os teores de umidade preditos ao longo dos processos de secagem

cont́ınua e intermitente com uma pausa, para um elipsoide com razão de aspecto 2,0: (a) incluindo

o peŕıodo de têmpera; e (b) excluindo o peŕıodo de têmpera.

umidade diminuiu na parte central da seção do elipsoide e aumentou na região periférica,
para os três sólidos estudados. A água acumulada na superf́ıcie do sólido, durante o peŕıodo
de têmpera, facilita a secagem no peŕıodo pós-têmpera e, consequentemente, reduz o tempo
de processo. A técnica de secagem intermitente minimiza gradientes térmicos e h́ıdricos
no interior do material e, consequentemente, reduz posśıveis danos estruturais (trincas,
deformações, etc.).

4 Conclusões

Foi mostrado que a secagem cont́ınua e intermitente de sólidos elipsoidais pode ser
analisada com a solução da equação de difusão combinando as condições de contorno de
Dirichlet e Neumann. A partir da simulação computacional realizada é posśıvel desenvolver
estratégias para diminuir de forma significativa o tempo de processo, que pode ser útil para
vários produtos com forma geométrica semelhante a um elipsoide, tais como: grãos de arroz
e trigo. O modelo de difusão proposto é capaz de simular a distribuição de umidade dentro
do sólido em qualquer instante, fornecendo informações sobre o que realmente acontece
com o produto durante os peŕıodos de interrupção do ar quente. Além disso, o método
GBI é um método anaĺıtico para obter solução aproximada, com a vantagem de não
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ser necessário escrever a equação em coordenadas esferoidais prolatas como acontece no
método de separação de variáveis, facilitando demasiadamente a obtenção dos resultados.
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