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Resumo. A varicela e o herpes-zdster sao doengas comuns no Brasil. Nao sao consideradas
letais, mas geram um custo elevado quando o infectado necessita de algum tipo de trata-
mento, além do risco de morte. Neste sentido estamos propondo um modelo matematico
visando determinar uma estratégia 6tima de controle. No caso o controle é a vacinagao
da populagédo, basedos nos trabalhos [3,4], considerando a dindmica do wvaricella-zoster na
populacdo humana tanto com relagao a varicela quanto em relagao ao herpes-zdster. Apli-
camos entao a teoria de controle 6timo para minimizar os custos gerados com o tratamento
de infectados com varicela ou com herpes-zoster considerando internagoes, além de toda a
logistica de uma vacinacao. O modelo matematico que descreve a dinamica do virus na po-
pulacdo com vacinacao é baseado em equacoOes diferenciais ordindrias, que sdo as restrigoes
sob as quais minimizamos o funcional custo, na teoria de controle 6timo. Assim, estamos
propondo um modelo matemaéatico que considera a dinamica do wvaricella-zoster numa po-
pulacdo e a vacinagdo como uma estratégia de controle. Apresentamos um estudo onde a
teoria de controle 6timo ¢é utilizada para minimizar os custos desta vacinagao e do tratamento
dos individuos infectados com catapora ou com herpes-zoster.
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1 Introducao

A varicela, ou catapora, é causada pelo virus varicela-zéster, sendo uma doenga infec-
ciosa, de tranmissao direta, altamente contagiosa, muito comum na infancia. Uma doenca
secundaria decorrente da reincidéncia tardia do virus que permanece latente no organismo
é a herpes-zoster, também conhecida como cobreiro. Esta, por sua vez é mais comum
em adultos. Tanto a varicela quanto a herpes-zéster nao sao consideradas doencas letais,
mas dependendo das condi¢oes dos hospedeiros as internagoes hospitalares fazem-se ne-
cessarias, o que gera um alto custo para a recuperagao destes, além do risco de morte.
Uma das medidas que vem sendo muito utilizada na prevencao da varicela é a vacinacao
da populacao.
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No entanto, uma questao muito importante que deve ser levada em consideracao num
contexto de vacinagao é o custo que essa agao gera ao pals em contrapartida com os
custos advindos de tratamentos a base de drogas e internagoes hospitalares quando nao se
aplica nenhuma acao de controle. Sendo assim, nosso principal objetivo ao sugerirmos a
vacinagao da populagao como medida de controle contra a varicela é encontrar estratégias
de vacinacao eficazes ao controle da doenga minimizando os gastos gerados por essa agao
juntamente com os gastos no tratamento dos individuos infectados.

2 Desenvolvimento

Propomos, a seguir, um modelo matemadtico baseado nos trabalhos [3,4], que consistem
em equagoes diferenciais para a dinamica do virus varicela-zdster na populagao humana,
com uma estratégia de controle, a vacinacgao.

ds
= N = (kL + kL) S — 65 — uS + BV
dv
i @S — o (kily, + kol,) V — iV — BV
dr,
dt = —puly —yly + (kIIv + kQIz) (S + UV)
. (1)
dtv = ’YvIv —alRy, — MRU
dl,

= Rv_ zIz - Iz
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zIz_ Rz

dt v H

Neste modelo, a populagao total no tempo ¢, N(t), é subdividida em seis classes dis-
tintas, sendo elas S(t) sucetiveis, V(t) vacinados I, (t) infectados por varicela (catapora),
R, (t) recuperados da varicela, I,(t) infectados por herpes-zéster (cobreiro) e por fim R, (t)
individuos recuperados da herpes-zdster com N (t) = S(t) + V(t) + I,(t) + Ry(t) + L.(t) +
R.(t). A vacinagao é represntada por ¢(¢). Ainda neste modelo, consideramos p a taxa
de natalidade/mortalidade, k; e ko as taxas de infeccdo por um individuo com varicela
e com herpes-zoster, respectivamente, ¢ a probabilidade de alguém vacinado desenvolver
varicela, 8 a taxa em que a vacina deixa de fazer efeito, no caso, aproximadamente depois
de dez anos, v, e v, as taxas de recuperacao dos individuos infectados por varicela e por
zoster, respectivamente, e « a taxa em que individuos recuperados da varicela passam a
desenvolver a herpes-zéster.

Explicitada a dindmica do virus varicela-zoster na populagao, daremos atencao agora
aos custos gerados pela prevencao (vacina) e tratamento dos individuos infectados pelo
virus.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0062 010062-2 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0062

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Sejam ¢ o custo de tratamento para cada individuo infectado por varicela e ¢s o custo
do tratamento para cada individuo infectado por herpes-zoster. Logo o custo total para
se tratar tanto individuos infectados por varicela quanto por zéster é dado por:

61[1,(25) + CQIZ(t). (2)

Sendo o custo da vacina dado por c3, entao
c3(t)S(t) (3)

¢é o custo gasto com a vacinacao da populagao a cada instante de tempo t.

Consideramos também o termo quadratico c4¢?(t) que é introduzido na equacio para
indicar os custos nao-lineares potencialmente decorrentes em niveis de intervencao elevados
[5]. Sendo assim, o custo total com os gastos referentes ao tratamento e prevengao da
doenca em questao é dado por:

c1ly(t) 4+ col L (t) + c3¢(t)S(t) + cad®(t). (4)

Para poder otimizar os gastos com a prevencao e tratamento das doencas causadas
pelo varicela-zdster precisamos minimizar, sob as restrigdes explicitadas em (1), o seguinte
funcional objetivo:

T
J(6,d) = /0 (erLo(t) + es L (£) + c3b(®)S(E) + cad®(t)]e ™ dt. (5)

Considerando ¢(t) = 0 quando t < d, onde d expressa o dia de inicio da vacinagao.
Em (5), e é um termo econémico usado para transformar valores correntes em valores
presentes, onde r é a taxa de desconto, nesse caso, constante. Em nosso modelo estamos
considerando constante o nimero total de individuos de nossa populacao, sendo assim
podemos desconsiderar a restrigdo dR,/dt = 7,1, — pR,, uma vez que sendo a populagao
total constante obtemos R, = N — (S +V + I, + R, + I,) em cada instante de tempo ¢.

Lembrando que min{J} = —max{—J}, nos atentaremos em encontrar o max{—J} e
para tanto usaremos o Principio do Maximo de Pontryagin [1,2]. Sendo assim, o funcional
objetivo que desejamos agora maximizar passa a ser entao:

T
J(6,d) = /0 a1 L(®) + e L (£) + csd()S(E) + cad(t)e . (6)

Primeiramente vamos encontrar o Hamiltoniano do valor presente (valor atual do in-
vestimento que serd feito), que nesse caso serd dado como se segue:

H(t) = —(cily+ 2l + 39S + cad®) e
ds dv dr, dR, dl,
+/\SE+)\VE+)\L’E+)\R”W+AIZE’ (7)
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onde \,, para 7 = S,V,I,, R, e I,, sdo as varidveis adjuntas. Para facilitar as contas,
usaremos o Hamiltoniano do valor corrente (ou seja, expresso exatamente com os dados
da época) que é dado por:

H(t,S(8), V (1), Lo(t), Ro(t), (1), (1), As (£), Av (), Az, (1), A, (£), AL (£))
= —(e1dy + ol + 308 + c40?) + As[uN — (ki Iy + kol.) S — ¢S — S + BV
F[BS — o (ki Ly + kol,) V — uV — BV
X1 [~y = Yol 4 (kily + koI,) (S + V)]
+AR, [woly — @Ry — pRy) + AL [aRy — v, 1. — pl], (8)

onde H = ¢ H e A\, = e"\,.

Como

d\.  0H __ d\, .. . < O0H
dt __E:> dt _(6 AT) —7’)\7— E, (9)

entdo, como pode ser visto em [1,2], as equagoes adjuntas que o controle 6timo ¢* e os
estados associados S*, V*, I}, Ry e I} devem satisfazer, sao dadas pelo seguinte sistema de
equacoes diferenciais:

dX - - -
CT: = As(r+kily +kal, + ¢+ p) = Avd — A, (krly + ko) + c3é
e o i
W = —)\5,84-)\\/(7’4-0']{71[1)—|-0']{72[Z+/L+,8)—)\[va(klfv-f—szz)
dS\[v Y N N (10)
at = )\Iv(r—le—klaV—kp,—i—%)+)\5(k15)+)\v(k10V)+cl
dX . .
o AR, (r+p+a)—Ara
dt
dAr, - . _ 5
dt AL(T+ p+72) + As(k2S) + Av (k2oV) — Ap, (k2S + koo V') + co

que satisfazem as condigoes de transversalidade: A-(7") = 0.
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O conjunto de solugoes admissiveis, ou controles admissiveis, para um dado valor de d
pode ser expresso por:

F(d) = {¢(t) ’ 0< ¢(t) < ¢maxa¢(t) =0, Vi< d}7 (11)

onde o termo ¢4, denota a taxa maxima de vacinagdo possivel a cada instante de tempo.
Esse limitante é devido a fatores externos, bem como transporte, armazenamento das
vacinas e ainda a dificuldade efetiva de se vacinar um nimero muito grande de pessoas

por dia.
Como -
‘ZZ — (—e3 — As(t) + A (D)S(8) — 2e16(t),
a condi¢ao de otimalidade abordada em [1,2], nos da que:
OH (== As(t) + Av(1)S@)
se s =0 = o) = %
I G = As(t) + Av(1)S(1) <o,
204
se 8—H<O = ¢(t)=0
9 (12)
— 0> (=3 — As(t) + Av(1)S(8),
se (‘;I; >0 = Qb(t) = ¢mam

= 0< (—c3—Ag(t) + Av(£)S(t) + 2¢4bmaz-

Estas inequagoes explicitam a solucao analitica do nosso modelo visto que nosso con-
trole e estados associados satisfazem as condigOes necessarias para ser considerado 6timo
segundo [1,2]. No entanto, devido & nao linearidade dos nossos sistemas de equagoes,
para uma melhor andlise da dinamica do nosso problema de controle 6timo, precisamos
resolvé-lo também numericamente. Para realizar tais simulacoes numéricas utilizamos
também o método Forward-Backward Sweep, que pode ser encontrado em [2], no capitulo
4, p. 49 — 56.
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3 Conclusoes

Custo total
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Figura 1: Os gréaficos acima mostram o custo total no tratamento dos individuos infectados
com varicela ou com herpes-zéster e a populacao de individuos susceptiveis e infectados,
a direita, quando o virus se instala pela primeira vez na populacao com condigoes iniciais
S(0) = 0,999, V(0) = 0, I,(0) = 0,001, R,(0) = 0 e I,(0) = 0 e com custo total de
R$76757,00 reais e a esquerda, quando o virus j& estd hd algum tempo instalado na
populacao com condigoes iniciais S(0) = 0,18, V(0) = 0, I,(0) = 0,001, R,(0) = 0,49 e
I,(0) = 0,001, e com custo total de R$14043,00 reais. Ambos num periodo de 100 dias.

Foi possivel observar nas simulagoes do nosso modelo que a aplicacao de uma estratégia
de vacinagao constante de 1% da populacdo a cada instante de tempo diminue a quantidade
e intensidade dos surtos de varicela num dado periodo de tempo. Podemos estimar os
custos gerados por adotar esta estratégia e, por meio de outras simulagoes, comparamos
esta estratégia de controle para estimar se é a mais adequada ao problema proposto.
Na Figura 1 simulamos o custo total gasto com prevencao e tratamento de individuos
infectados em dois contextos. Em nosso contexto atual, grafico da direita, esse custo gira
em torno de R$14043,00 reais numa populacdo bem pequena, pois consideramos uma
populacao de 5000 individuos. Nosso objetivo é reduzir o nimero de individuos infectados
juntamente com os custos gastos com a vacina e intervencoes hospitalares explicitando a
melhor estratégia de vacinacao a ser tomada nestas circunstancias.
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